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Prefacio

Estimado estudiante, el libro que tienes en tus manos fue elaborado pensando en
ti, en tus necesidades e inquietudes, como un instrumento que te apoye ahora que
estudias el bachillerato. En sus paginas encontraras contenidos y actividades que
son fundamentales para que, paso a paso, puedas alcanzar las metas que esta
asignatura te propone para este semestre.

A ti te toca, ahora, sacarle el mayor provecho a este libro, que es fruto del esfuerzo
de un grupo de profesores y especialistas. Si lo haces tu amigo, lo aprovechas al
maximo y lo combinas con el apoyo de tu maestro y de los demas recursos didacti-
cos gue estan a tu alcance, seguramente ampliaras tus competencias y habilidades
para construir un mejor futuro para ti y contribuir al desarrollo de tu comunidad, de
tu estado y de nuestro México.

Te deseamos éxito en esta importante etapa de tu formacion: el bachillerato.
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Presentacion general

Como parte de |a formacién basica, se presenta la asignatura Matematicas IV. Esta
pertenece al campo disciplinar de las Matematicas, que conforme al Marco Curri-
cular Comun, tiene la finalidad de propiciar el desarrollo de tu pensamiento légico
y critico, mediante procesos de razonamiento, argumentacioén y estructuracién de
ideas que faciliten tu formacion como ciudadano reflexivo y participativo, enfatizan-
do una perspectiva plural y democratica.

Para que el resultado final responda a estas expectativas, tendras que esforzarte
mucho en esta etapa de desarrollo, crecimiento y preparacién para el futuro.

Te invito a que aproveches al maximo todo lo que te ofrece este texto, realizando
ejercicios, buscando informacion relevante sobre la cual reflexionar y argumentar o
comprendiendo lo que tu programa de estudios busca lograr con su propuesta. Tie-
nes la oportunidad de leer previamente, practicar, repasar para el examen, aclarar
tus dudas, entre muchas otras posibilidades.



Presentacion general
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®© .4 ;Qué es una competencia?
o A

En el contexto educativo, una competencia se define como “la integracion de habi-
lidades, conocimientos y actitudes en un contexto especifico” (Acuerdo 442, Secre-
taria de Educacion Publica, 2008).

El Bachillerato General busca consolidar y diversificar los aprendizajes y desempe-
fios, ampliando y profundizando el desarrollo de competencias relacionadas con el
campo disciplinar que promueve la asignatura Matematicas IV. Por ello se busca
el desarrollo de las 11 competencias genéricas y se pondra énfasis particular en
las que se resaltan en negritas:

1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en
cuenta los objetivos que persigue.

2. Es sensible al arte y participa en la apreciacién e interpretacién de sus expresio-
nes en distintos géneros.

3. Elige y practica estilos de vida saludables.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos
mediante la utilizacion de medios, codigos y herramientas apropiados.

5. Desarrolla innovaciones y propene soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.

6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia gene-
ral, considerando otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.

7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.

8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

9. Participa con una conciencia civica y ética en la vida de su comunidad,
region, México y el mundo.

10.Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad de
creencias, valores, ideas y practicas sociales.

11.Contribuye al desarrollo sostenible de manera critica, con acciones res-
ponsables.

Las competencias disciplinares, que son las habilidades que debes desarrollar y
lo que tienes que aprender dentro del campo del conocimiento y la asignatura, se
enunciaran al principio de cada bloque, y te serviran para identificar tu aprendizaje.



;Como esta estructurado este libro?

Inicio del bloque

Al inicio de cada bloque encontraras una breve introduccion para acercarte al conte-
nido, las competencia disciplinares y los desempefios que se obtendran a partir de
las actividades y los productos de aprendizaje.

v distinte
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;Como esta estructurado este libro?

Desarrollo del bloque

Esta parte es fundamental, aqui encontraras el contenido general y disciplinar que
necesitas para acercarte intelectualmente al tema de las Matematicas.

A lo largo del bloque se intercalan estrategias didacticas de aprendizaje, activida-
des acompafiadas de imagenes, ejemplos, preguntas detonadoras y evaluaciones.
Todo esto estara relacionado con los contenidos y las competencias a desarrollar.
También encontraras algunos apoyos de estudio como capsulas con datos intere-
santes y cuadros al margen del texto para reforzar tu aprendizaje, por ejemplo:

1. Datos interesantes, que
faciliten la relacion de los
contenidos con tu vida diaria.
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;Como esta estructurado este libro?

Aplicas lunciones peeridicas
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;Como esta estructurado este libro?

Simbologia que facilitara tu
proceso de aprendizaje

Diseno instruccional

& Para iniciar, reflexiona

n# Aprende mas
W. Actividad de aprendizaje

Apoyos para reforzar el aprendizaje
h Glosario
Y ! 4
W:
=

Reflexionemos sobre la actividad

Sabias que...

4 Verifica tus logros
——

— Portafolio de evidencias

14



;Como esta estructurado este libro?

Cierre del bloque

Al terminar cada tema se ofrece un resumen y se propone una actividad que te permi-
ta evaluar qué tanto has avanzado y cuales son tus areas de oportunidad. Para este
fin, tendras que analizar, investigar, reflexionar y argumentar sobre lo aprendido.

El libro incluye actividades de aprendizaje para que puedas autoevaluar tu desem-
pefio en el logro de las competencias. Al finalizar cada actividad puedes consultar
la retroalimentacion que se encuentra en el apéndice al final del libro. Ten presente
que el trabajo realizado deberas asentarlo en una evidencia que iras recopilando en
tu cuaderno para que tu maestro pueda evaluarte.

P
=

ieminky
4

Los contenidos y las actividades se presentan de una manera atractiva. Aprovecha
cada pregunta, el contenido, las actividades, ya que cada una incidira en tu creci-
miento personal, familiar y social. Trabaja con tu profesor y con tus compafieros,
acércate a ellos, resuelvan dudas y aprendan juntos; date la oportunidad de cons-
truir con ellos este viaje. Esperamos que el curso sea interesante y fructifero.

15



;Con qué conocimientos cuentas?

Evaluacion diagnédstica

El propésito de esta seccidn es determinar los conocimientos, habilidades y actitu-
des en funcién de las expectativas planteadas en Matematicas IV. Dependiendo de
los resultados de esta evaluacion, se definiran las estrategias para acortar la brecha
entre tus conocimientos antecedentes y los necesarios para acceder a los nuevos.

Instrucciones (l): Realiza las razones o justificaciones necesarias para resolver lo
que se solicita escribiendo los procedimientos completos en tu cuaderno de trabajo,
a fin de que sirvan como evidencia de tu analisis y solucion.

1. Escribe |la respuesta correcta en el espacio correspondiente:

Término Coeficiente Literal Grado Grado relativo a la
algebraico numeérico absoluto primera variable

7xy?

-3mn’?

7.5 a’bc?

16



;Con qué conocimientos cuentas?

2. Encuentra el valor de la expresién rﬁ‘.c—573+1 paraa=-11,b=3y

=k 3c+2b+1 2

3. Encuentra el resultado del producto (7x—2y )(7x+ 2y)

4. Despeja la variable y de la expresién 25x 7= 2
y -_—

5. Resuelve la ecuacion 3x(x+2)+ x =30-2x

x2-9

6. Simplifica la fraccion ——
P x> -5x+6

Instrucciones (ll): Subraya la respuesta correcta:

7. Laecuacion y = 3x” +2x+1 es de grado:

a)d b)3 c)2 d) 1
8. Laecuacién x’—4x+4 =0 factorizada es igual a:
a) (x-1)(x-4)=0 b)(x+4)(x-1)=0 c)(x+2)(x-2)=0

d) (x-2)(x-2)=0

Instrucciones (lll): Realiza lo siguiente.

9. Determina la ordenada del punto P (-1, y,) para que su distancia al punto
P,(7, 4) sea igual a 10 unidades.

10.Ordena los siguientes términos de forma descendente (de mayor a menor) por el
grado con respecto a la variable y: 3003y, 70xy®, 12x°y°, =7x%%, x'y.

17
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Reconoces y realizas operaciones
con distintos tipos de funciones
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Introduccion

El desarrollo de esta asignatura establece los principios basicos que se requieren
para resolver situaciones cotidianas y que, a diferencia de las demas areas de las
Matematicas, se presentan de manera clara y repetitiva, es decir, estan siempre a
nuestro alrededor en espera de que las analicemos y las resolvamos.

El desarrollo de la competencia disciplinar, que establece que los estudiantes “anali-
zan las relaciones entre variables...”, y es precisamente el término “relacion” el que
denota los elementos a estudiar en el presente bloque.

Si recuerdas, desde tu desarrollo mas elemental has relacionado entidades a partir
de su significado. Por ejemplo, cuando comenzabas a leer aprendiste que cada una
de las letras del abecedario se correspondia con un sonido llamado fonema.

En cuestion de las cosas que comes, desde muy pequefio estableces relaciones
entre los alimentos y el sabor que tienen; o, incluso, cuando comenzabas a jugar
con algunos objetos, estableciste el gusto por ellos y los relacionabas de acuerdo al
tiempo que jugabas con cada uno, de tal forma que determinaste tu juguete favorito.

La grafica es una de las formas mas utiles con la que podemos representar situacio-
nes que pueden recibir los nombres de funciones y relacicnes, ya que describen vi-
sualmente todos los elementos que se pueden analizar de dichas situaciones, tales
como el dominio, el contradominio y la correspondencia de un modelo matematico
o férmula.

Como comentamos al inicio, las relaciones entre entidades estan presente en todo
momento y son el motivo que denota los elementos a desarrollar en el presente
bloque.

¢ Qué entidades de tu entorno puedes representar en términos de una relacién?
. Coémo puedes representarla?

i
P £




Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

;Qué aprenderas y como organizaras tu
estudio?

Bloque |

Contenidos curriculares que se abordan

1. Relaciones.
2. Funciones.
* Regla de correspondencia.

* Representacion gréfica de funciones.
= Evaluacion de una funcion.

* Dominio y rango de una funcion.

Competencias disciplinares que se
desarrollan

Construye e interpreta modelos matematicos
mediante la aplicacion de procedimientos arit-
meéticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y analisis de situacio-
nes reales, hipotéticas o formales.

*+ Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales.

* Analiza las relaciones entre dos o mas varia-
bles de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

* Elige un enfoque determinista o uno aleatorio
para el estudio de un proceso o fendémeno, y

Evaluacién del aprendizaje i -
argumenta su pertinencia.

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias

+ Actividad de aprendizaje 1. Relacion.

*  Actividad de aprendizaje 2. Funcion.

+  Actividad de aprendizaje 3. Regla de
correspondencia.

« Actividad de aprendizaje 4. Representacion y
evaluacion de funciones.

+ Actividad de aprendizaje 5. Dominio y rango
de funciones.

*  Autoevaluacion.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Para iniciar, reflexiona

Desde la nifiez hemos aprendido a establecer relaciones con todos los elementos
que nos rodean. Por ejemplo, al probar las cosas acidas, aprendiste si te gustan asi
o si prefieres las cosas dulces; también determinaste si la relacion del objeto y el
color es necesaria en tus objetos personales, como la ropa, zapatos, etcétera.

|. Siguiendo la misma idea, asocia las imagenes y escribe una palabra que relacio-
nes directamente con ellas:

Il. Ahora escribe una palabra que relaciones con lo siguiente:
Abeja Vaca

Gallina Borrego

lll. En plenaria, o por equipos, comenten sus respuestas y establezcan lo siguiente:

1. ¢Cuales son las similitudes y diferencias con las respuestas de tus compaiie-
ros?




Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones
I EEEEEEEEE——

2. i Cémo y por qué se relacionan los cuatro conceptos que se ilustran?

3. De los cuatro elementos que se mencionan, existe uno que no tiene relacion di-
recta, ;cual es?, ;por qué no se relaciona?

4. ; Cual es la relacién directa de los primeros cuatro elementos? ;Por qué?

& "
© Aprende mas

Relaciones

La idea intuitiva de conjunto esta relacionada con el concepto de agrupaciéon o co-
leccion de objetos; por ejemplo, cuando escuchamos un grupo de musicos tocando
juntos una melodia, decimos que se trata de un conjunto musical; a una agrupacion
de casas construidas de manera similar podemos denominarla conjunto habitacio-
nal. De esta manera, se puede definir:

Para referirse a un
conjunto se utilizan
letras mayisculas.

@ Conjunto

Es el grupo o coleccidn de personas, objetos, etc.
que tienen alguna caracteristica en comun.

Para referirse

a un elemento
se utilizan letras
minusculas.

@ Elemento

Los conjuntos estan formados por
elementos y es cada una de las
personas u objetos.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Existen tres formas de representar a los conjuntos:

(

Extension

Representacién de g
. ~< Comprensién
conjuntos 3

Diagramas de
L Venn

Por ejemplo: el conjunto de los colores primarios (rojo, azul, amarillo) puede repre-
sentarse por extension:

A = {rojo, azul, amarillo}
Por comprension:
A = {x| x es un color primario}

En donde la linea | debe leerse como “tal que”. Asi, lo anterior representa al “conjun-
to de x tal que x es un color primario”.

Por diagrama de Venn: para representar conjuntos mediante un diagrama de Venn
primero debe indicarse quién es el conjunto universo, es decir, el conjunto que con-
tiene a todos los elementos con los que se va a trabajar (este conjunto puede variar).
Para representar al conjunto Aen un diagrama de Venn podemos definir el conjunto
universo de la siguiente manera:

U= {x | x es un color primario}

rojo

verde

azul

magenta amarillo

Figura 1.1.

El simbolo € sirve para indicar que un elemento pertenece a un conjunto, por ejem-
plo: azul € A, se lee como “azul pertenece al conjunto A”".

El simbolo — representa a un subconjunto, definido como “es el conjunto que queda
comprendido dentro de otro”, por ejemplo: el conjunto A de los colores primarios es
un subconjunto del conjunto U = {todos los colores}, esto es Ac U.
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Si analizamos los conjuntos:

A = {rojo, azul, amarillo}
B = {blanco, negro}

Cuando se consideran dos conjuntos y tomamos el primer elemento del conjunto
A: rojo, y formamos parejas que tengan como primer componente al rojo y como
segundo componente a cada uno de los elementos de B, y asi sucesivamente,
repitiendo el procedimiento con el azul y amarillo, formamos un conjunto cuyos ele-
mentos sean todas estas parejas: (rojo, blanco), (rojo, negro), (azul, blanco), (azul,
negro), (amarillo, blanco), (amarillo, negro), a este conjunto se le llama producto
cartesianode Ay B.

Se refiere al conjunto de parejas ordenadas
cuyo primer componente pertenece al conjunto Se repiexseBrita par
Ay el segundo al B.

Por extension se representa asi:
A x B = {(rojo,blanco),(rojo,negro),(azul,blanceo),(azul,negro),(amarillo,blanco),(amarillo,negro)}

Observemos que las parejas son ordenadas, es decir, no es lo mismo (rojo, blanco)
que (blanco, rojo), de modo que debemos colocar antes del simbolo %, los primeros
componentes de las parejas pertenecientes al conjunto, asi:

(rojo, blanco) €A x B
(blanco, rojo) eBx A

Un producto cartesiano A x B puede representarse de la siguiente manera: en un
eje horizontal marcamos los elementos de A y en uno vertical, los de B. Se trazan
perpendiculares a los ejes a partir de cada una de estas marcas y el punto donde se
cortan representa a la pareja correspondiente, por ejemplo:

B ¢ ® ® ® o
O
| a b c d A
Figura 1.2.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Si comparamos con el conjunto A x B vemos que son las mismas parejas ordena-
das. También podemos obtener el producto cartesiano de un conjunto con él mismo.
Como ejemplo podemos considerar las estaciones del afio y le llamaremos A:

A = {primavera (p), verano (v), otofio (0), invierno (/)}

El producto cartesiano de A x A esta dado por:

A={(p, p). (p, v), (p, 0), (P, i), (v, p), (v, V), (v, 0), (v, ]}, (0, p), (0, V), (0, 0), (0, i),
(i, p), (i, v), (i, 0), (i, i)}

Puede afirmarse que se asocian todos los elementos de A con ellos mismos. Un
caso importante es cuando se considera al conjunto de los numeros reales () y su
producto cartesiano con él mismo ([, ). Este producto cartesiano R x R genera el
plano, ya que sus elementos son todas las parejas (x, y) de nimeros reales (absci-
sas, ordenadas), es decir:

RxR={xy)|xeR, yeR}

Observa que a diferencia del ejemplo de la figura 1.2, este caso posee una infinidad
de elementos, ya que el conjunto R es infinito.

1@.Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones: En equipos resuelvan lo siguiente, escriban el desarrollo en su cua-
demno y verifiguen con otros equipos.

I. Problemas.
1. ¢Qué obtendrias al relacionar los elementos de & con R mismo?

2. Considera el punto A(O, —1). Encuentra las coordenadas del punto B, agregando
1 a la abscisa del punto Ay 2 a su ordenada. Representa el punto sobre el plano
cartesiano. Aplicando la misma regla (sumar 1 a la abscisa y 2 a la ordenada),
encuentra ahora los puntos Cy D y asi sucesivamente. Escribe la secuencia de
los puntos A, B, C,..., F. ;Cémo pasas de un punto al subsecuente? ;Cual es la
coordenada del punto L? Explica como determinar las coordenadas del punto P
y ¢cual es el modelo matematico para relacionar los puntos cbtenidos?
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Il. De forma individual, realiza en tu cuaderno los siguientes ejercicios:
3. Dar tres ejemplos de conjuntos:

a) Representarlos en las tres formas.
b) Utiliza los conjuntos para dar un subconjunto de cada uno de ellos.

4. Obtener los siguientes productos cartesianos si A= {2, 5} y B={0, 4, 9}:
a) AxB
b) Ax A
c) BxB

5. Escribe un problema y represéntalo graficamente con cualquiera de las formas
estudiadas.

A Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

= '
~ Aprende mas

Las expresiones simbélicas, asi como el sig- 1y
nificado de la relacién entre las abscisas y 3

1] Subconjunto del
las ordenadas de los puntos en la secuen- plano cartesiano

cia, son importantes.

[
f

Anteriormente vimos que el plano cartesiano
es una representacion de R x R, es decir, . =888, A S
que contiene a todos los puntos cuyas coor-

denadas sean numeros reales. De esta ma-

nera podremos estudiar a los subconjuntos

de R x R, los cuales toman formas diversas.
Un ejemplo es una curva (figura 1.3).

Figura 1.3. Plano cartesiano.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

A las rectas que forman el plano se les llama ejes: el horizontal es el eje X y el verti-
cal, Y. Para comenzar se estableceran relaciones entre los elementos de X y Y.

En la vida cotidiana, para comprender y organizar el entorno que nos rodea asocia-
mos objetos o elementos que presentan alguna caracteristica comun. Seguramente
has escuchado frases como depende de... o en funcion de...

Por ejemplo:

* A cada libro le corresponde un numero total de paginas.

* Los resultados obtenidos en los examenes estan relacionados con el tiempo
dedicado a estudiar.

*+ A cada persona le corresponde una fecha de nacimiento.

* La distancia recorrida por un vehiculo con su velocidad o el consumo de gasoli-
na.

Una relacion es el subconjunto de un producto cartesiano formade por los
elementos de éste ultimo, normalmente definido por una regla o ley dada. Tales
elementos se denotan como (x, y) y significa que x esta relacionado con y.

Existen muchas formas de describir una relacién, por ejemplo:
+ Una oracién: a cada numero natural menor que 5 se le asocia su doble.

* Un diagrama:

1 2
2 >4
3 »6
4 8
* Una fabla:
x 1 2 3 | 4
2 4 6 | s

* Parejas ordenadas:
{(1,2),(2,4), (3, 6), (4, 8)}

« Ecuacién: y = 2x
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« Grafica: e i

Todas las formas anteriores representan la misma relacion.

Un ejemplo de relacion es sean A= {1, 5, 7} y B = {4, 8}, su producto cartesiano es:
de acuerdo con la definicion de relacion, consideremos la regla “A menor que B,
entonces analicemos qué parejas de A x B tienen como primer elemento un nimero
menor que el del segundo. Se observa que son (1,4),(1,8),(5,8),(7,8). El subconjun-
to formado por estas parejas es una relacion R = {(1,4),(1,8),(5,8),(7,8)}

La representacion de esta relacion es la siguiente:

A B

P~

—

=

Los conjuntos relacionados reciben nombres especiales:

Dominio de la relacion

Es el conjunto formado
por los primeros
componentes de las
parejas que pertenecen a
la relacion.

En la relacion anterior el
dominio es A.

Se refiere al conjunto al cual
pertenecen los segundos
componentes de las parejas
contenidas en la relacion.
En la relacion anterior, B es el
codominio. imagen
Es el conjunto formado
por los primeros
componentes de las
parejas que pertenecen a
la relacion.

Es importante sefialar que en
algunas relaciones no se utilizan
todos los elementos del codominio
y los que se ufilizan forman un tipo

de conjunto llamado: #

En la relacion anterior el
dominio es A.

29



Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Por ejemplo, en la relacion de la figura 1.4 se tiene que:

C={0,1,2} — Dominio c D
D={0,1,2,34} — Codominio - .
1

0,1,2 — Argumentos 1 %
2 4

E={0,24} — Rango

" Fi 1.4.
0,2,4 — Imagenes gura

Funciones

Para iniciar a estudiar este tema te invitamos a realizar lo siguiente: en equipos
construyan una caja rectangular sin tapa, que sirva para guardar diversos objetos.
Cada equipo disefiara una caja diferente. Dispones de una hoja de papel tamafio
carta cuyas dimensiones son 21.6 cm de ancho por 27.9 cm de alto.

1. Recorta en las esquinas de ella cuadrados de x=1, 2, 3, 4, 5, ... 10 cm de lado,
segun lo indique el mediador del grupo (figura 1.5).

2. Obtendras una superficie como la que se muestra en la figura 1.6.
3. Dobla las pestafias para formar la caja rectangular (figura 1.7).

4. El producto final sera como se muestra en figura 1.8.

Emm—

Emmmm————

Figura 1.5. Figura 1.6. Figura 1.7.

Figura 1.8.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Determina los siguientes datos:

1. Alturadelacaja: ~~  cm;largodelacaja:  cm;ancho
delacaja: ~ em.

2. Areadelabase: ~~~~~ cm’ Areaslaterales:  cm?
cmz'F L A L L cmz' A L B A A cmz'

3. Area total de la caja:

4. Volumendelacaja: ~ cm?

Cada equipo dictara sus resultados y llenaran la siguiente tabla para formar pares
ordenados (area, volumen) y analizar los resultados.

(Area, volumen)

1{]I
A

i Existe un valor maximo y un valor minimo para el volumen de la caja? ;De qué
dependen esos valores?
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Una funcién es una relacién tal que cada elemento del dominio esta relacionado con
uno y solo un elemento del codominio. Por ejemplo, si fes una funciéon con dominio
Ay codominio B, su representacion es:

f:A— B
(se lee "f'vade"A"a"B")

En cuanto a la notacion de una funcion, la imagen de un argumento x bajo una fun-

m, L n

cién f se denota como y = f{x), y se lee "y" igual a "f" de "x". Analicemos el siguiente
diagrama (figura 1.10):

A B
1 1
2 P4
3 L
4 16
5 25
Figura 1.9.

f: A — B es una funcién, ya que cada elemento del dominio (A) esta relacionado con
un unico elemento del codominio (B). Asi,

f(1)=1
f(2)=4
f(3)=9
f4) = 16
f(5) =25

Otro ejemplo, es que en la vida real sabes que la cantidad de hierro contenida en un
fruto depende del tipo de fruto seleccionado. Asi, una fresa contiene 1 mg de este
mineral, en tanto que una aceituna contiene 1.6 mg.

’_‘ jfruto Aceituna Cauela Higo Lima Pera Cereza
(pieza) pasa seco
y hierro 16 39 40 0.4 05 05

(mg)

La relacion (x, y) = (fruto, cantidad de hierro) es una funcion. En cambio, la relacion
(v, x) = (cantidad de hierro, fruto) no es una funcién, ya que en este caso, a una
misma cantidad de hierro, por ejemplo 0.5 mg, le corresponde mas de un fruto.
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.!@Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones (1): A partir de las reglas de correspondencia encuentra el codominio
e indica si se trata de una funcion o de una relacion.

a)
f(x)=x*>+5
C D Funcion
f(1)=(1*+5=6
H{2)=

£(3) =

f(4) =

f{5} = Figura 1.10

b)

f(x)= Vx -5

f(1)= +1-5 = +1-5 Funcion
f(1)= -4y f(1)=-6
f(2) =

f(3) =

HA)=

Figura 1.11.

£(16) =
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tipos de funciones

c)
f(x)=x-3
C D Funcion
f(7)=7-3=4
T
f(8)=-4 8
f(9) = ’
10
f(10) =
d) Funcion

Los botones y ojales de una prenda de vestir se rela-
cionan de modo que, en la forma ordinaria del uso de la
prenda, a cada botén le corresponde sélo un ojal.

Instrucciones (2): Responde en tu libreta o cuaderno cual de las siguientes relacio-
nes son funciones. Si es posible, determina el dominio y el rango.

a){(0, 2), (1,3), (0, 4), 3, o)}
b){(-1, 2), (=2, 3), (-4, 5), (-5, 3)}
c){(-1,8),(0,8), (1, 8)}

.\ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el apéndice al final del libro.

—
— Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

& ,
Aprende mas

Una manera de denotar una funcién es como el subconjunto de un producto carte-
siano ® = {(x, y) | y = f(x)}, pero la notacibn mas comun es y = f(x), esta expresion

[LFa L

se lee como: "y" es igual a "f" de “x” y representa el valor que f asigna a la variable
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x, esto significa que el valor de la variable y depende y esta determinado exclusiva-
mente por el valor de x.

Una funcion es una regla de asociacién entre dos conjuntos que relaciona a cada
elemento del primer conjunto con uno y sélo un elemento del segundo.

Una funcion es una regla de asociacion que relaciona dos o mas conjuntos entre
si, en donde al primero se le llama dominio y al otro contradominio. Esta regla no
permite relacionar un mismo elemento del dominio con dos elementos del contrado-
minio o codominio.

Regla de correspondencia

La funcién es una regla de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos
llamados dominio y rango.

Algunas de las formulas que conocemos tienen las caracteristicas de la funcién. En
una relacién entre numeros reales, se presentan dos tipos de cantidades: constan-
tes y variables.

Una constante es un simbolo que representa un valor fijjo; mientras que una
variable es un simbolo que puede representar diferentes valores.

Por ejemplo:

a) El area A de un triangulo esta dada por su base b y altura h, mismas que son las
variables, mientras que el 2 siempre tiene el mismo valor, es una constante:

_bxh
2

A

b) El volumen V de una esfera depende de su radio r. Esta relacion esta dada por
la ecuacién:

4rr?
v(r)=47

Para expresar estas formulas como funcién, vamos a escribirlas en la forma y = f{(x).

En la siguiente pagina encontraras una tabla con algunas formulas expresadas en
forma de funcién y la explicacién de la relacién de sus variables.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Ley de relacion

A=F A=f (:' ) | Elevar al cuadrado el valor de .
A- bxh A= f( b, h) b, h Multiplicar las variables y dividir
2 entre 2.
d g 2
V= T v=rf (d,f) dt Dividir las variables.
_ _ Raiz cuadrada del producto de las
v=12gh V= f(h) h constantes 2 y g por h.
c
V= E =7 (p) p Dividir la constante entre p.
s
Aecag® A= f(r} . Elevar al cuadrado la variable y

multiplicar por z.

.Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones: En equipos formados por el mediador del curso, resuelvan los
siguientes problemas, desarrollen su respuesta y verifiguen con otros equipos.
Expresen los siguientes enunciados como una funciéon. Reconozcan sus variables,
constantes, la formula y la ley de relacion.

1. El area de un rectangulo de largo igual al doble del ancho, en términos de uno
de sus lados.

2. El area de las caras laterales de un cubo, en términos del lado.
3. El area de un triangulo equilatero, en términos del lado.
4. El volumen de un cilindro de altura igual al triple del radio en términos del radio.

5. Una caja cerrada de base cuadrada y con un volumen de 240.
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o 4 Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

‘{" rd
* Aprende mas

Representacion grafica de funciones

Para graficar una funcién usamos un sistema coordenado cartesiano, en el cual
localizamos los pares ordenados (puntos en el plano cartesiano).

Para trazar la grafica de una funcion, primero determinamos un numero suficiente
de puntos cartesianos, cuyas coordenadas la satisfagan, y después los unimos con
una curva o una recta para asi determinar su comportamiento.

La grafica es una de las formas mas utiles con la que podemos representar funcio-
nes y relaciones, ya que describen visualmente tanto el dominio, el contradominio y
la correspondencia de una funcién o relacién.

También ayuda a determinar si la correspondencia es una funcién o relacién al tra-
zar rectas verticales sobre toda la grafica. Si los trazos tocan en un solo punto a la
grafica, significa que tenemos una funcién. En caso de que cualquiera de las verti-
cales toque en dos o mas puntos, entonces es una relacién pero no una funcién. A
esto se le conoce como la prueba de la recta vertical.

Por ejemplo, la circunferencia trazada en el plano cartesia- .
no. ;Se podra considerar como una funcién? Observa que *
al trazar la recta roja, ésta toca en dos puntos a la curva,
por lo tanto la circunferencia no es una funcién.

El numero de pares ordenados que permiten obtener una

representacion correcta de la grafica depende de la fun-
cién de que se trate; para cierto tipo de funciones basta
determinar dos o tres pares ordenados, en otros casos se
requieren una gran cantidad de ellos.

Figura 1.12.
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Existen ciertos pares ordenados caracteristicos que facilitan la construccién de la

Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

grafica. Es decir, los puntos, si los hay, donde la grafica de una ecuacion corta a los
ejes coordenados se llama intersecciones con los gjes.

-QT .{aIOJ.:. .. =
Figura 1.13. Intersecciones con los ejes.

Evaluacion de una funcion

» La intersecciéon en Y es el valor de y
cuando x=0

* La interseccion en X es el valor de x
cuando y=0

Con respecto al grafico de la figura 1.14, "b"
representa la interseccion en y, mientras que
"a" representa la interseccidn en x.

El proceso realizado para obtener puntos de la grafica de una funcion, se llama
evaluar una funcion, en general, para evaluar una funcién y = f(x) se sustituye el
valor de la variable independiente, sobre la regla definida por la funcién, se puede
evaluar con numeros reales y en forma algebraica. Debemos tener mucho cuidado
cuando evaluamos una funcidn, puesto que el valor debe pertenecer al dominio de

ésta. Por ejemplo:

f(x)= L esta definida para todo x 0, por lo que f(0) no esta definido

X

Ejemplo de evaluacion numérica:

f(X)=\/;

Si x 20 el contradominio esta en los numeros reales. Asi, si x=4

f(4)=4=2

si x <0, el contradominio esta en los numeros complejos.

Por lo tanto, si x =-4, entonces f(—4) =4 =2j

Ejemplo de evaluacion algebraica de una funcion:

Si f(x)=+v3x*-2 evaluar cuando x=a+b

La solucién es f(a+b)=/3(a+ b)2 —2—+/3a?+6ab+3b>-2
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.Actividad de aprendizaje 4

Instrucciones: Completa con las diferentes representaciones de las siguientes fun-
ciones.

Funcion Tabla Pares ordenados Grafica
: EY ¥
4 1 5 \ :
2 10 P
2
3 15 i
4 20 .
-4 -2 1] 4
A
by
4
b) A
G = {(1,1),(-1,1), T R T
(214)!(-2:'4}} l
2
.|
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Funcion Tabla Pares ordenados Grafica

y=x+3 4 3 2 r

P

i [

f(X}=2X 4 g 5 4

e) Utiliza la prueba de la recta vertical y determina cuales de las siguientes graficas
corresponden a una funcion.

A - - & 'l
4 -
- o F »
- ~TN
-« > - -— -— Hx 3
> i
-
- v v
I 1 11
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f) Utiliza la prueba de la recta vertical y determina cuales de las siguientes graficas
corresponden a una funcion.

¥ ¥ A

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.
——

Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Dominio y rango de una funcion

Como ya se vio anteriormente, los valores del dominio se colocan sobre el eje X.
Los valores del rango se colocan sobre el eje .

k¥ ¥

“t Rango eje ¥

Dominio

Figura 1.14. Figura 1.15.

El siguiente analisis es para ejemplificar algunos procedimientos para obtener el
dominio y el rango de algunas funciones.

Por ejemplo, en una funcion como f(x) = 3x + 2 el dominio es {x[] R}, es decir, en
intervalos (-, =) no importa qué nimeros se sustituyan en la funcion algebraica,
ésta siempre tiene sentido y la representacion geomeétrica de la funcion es infinita
sin interrupciones.

Figura 1.16.

Si una funcién tiene la variable en el denominador, se excluyen del denominador
aquellos valores de x que hacen cero al denominador. Por ejemplo:

f(x)=

d
x

Dominio x e R, pero x # 0, esto indica que x =0 no esta en el dominio, en

intervalos (—0,0)U(0,%)



Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Su representaciéon geométrica es:

Figura 1.17.

Observa que la grafica es infinita, pero nunca tocara al eje Y, que representa al valor
de x=0.

Los valores que hacen a una funcion indefinida, porque el denominador se convierte
a cero se llaman asintotas y pueden ser lineas rectas o curvas a las que se aproxima
ofra curva, como grafica de determinada funcion, sin llegar a tocarla por mas que
se acerque.

Ahora, analicemos la siguiente forma de una funcién racional:

Las raices del numerador p(x) son raices de la funcién f(x) y las raices del denomi-
nador g (x) son asintotas o indeterminaciones de la funcién f(x).

Entonces, si desearamos hallar el dominio de la funcion y = 2
. ) X+3
excepto x =-3 (asintota):

, dominio xe R

II Y y
! 4

2 Observa que la linea de color
azul representa el valor indeter-
minado de la funcién, es decir, a
la asintota x = -3, que es equi-
valenteax+ 3 =0.

4

Figura 1.18.
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Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Sabes que los intervalos se utilizan con mucha frecuencia en las funciones para
determinar los dominios, entonces, se tiene que los intervalos son una forma de
representar numeros reales. Se les puede asociar directamente a desigualdades de
numeros reales de la siguiente manera:

+ Si a<x<b,entonces el intervalo para x es (a, b); es un intervalo abierto.

*+ Si a< x<b, entonces el intervalo para x es [a, b); es un intervalo semiabierto
por la derecha.

» Si a<x<b, entonces el intervalo para x es (a, b]; es un intervalo semiabierto
por la izquierda.

» Sia<x<b,entonces el intervalo para x es [a, b]; es un intervalo cerrado.
Una manera simple de observarlos consiste en el tipo de simbolo empleado para

delimitar; el paréntesis no incluye al limite indicado, mientras que el corchete si lo
incluye en el conjunto.

.Actividad de aprendizaje 5

Instrucciones: En equipos, establezcan el dominio y la imagen de las siguientes
funciones. Escriban el desarrollo en sus cuadernos de trabajo vy, al finalizar, verifi-
quen los resultados con los demas equipos.

2
' i -
X*mgh 1
2. f(x): X+3 6. f(x): T 1{}.f( )=x2—1
2
3 f(x)= 4 7 f(x)=2x +7x+3
x-2 x+3
2 2 2 X2—4X+3
4. X +y’ =9 y=4y9-x 8. f(x):T

"\ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.
—

Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.



Reconoces y realizas operaciones con distintos
tipos de funciones

Cierre del blogue I

Reflexiona sobre lo aprendido

Al inicio de esta seccidn se presentaron situaciones en las que se incluyo el concep-
to de relacién. A lo largo del texto se han abordado los conceptos basicos al respec-
to de las relaciones y funciones. Siendo que estas ultimas son el motivo principal del
presente material, realiza una sintesis en la que describas las ventajas de conocer
los elementos de relaciones y funciones descritos y como los aplicarias para mejo-
rar determinadas situaciones.

Es importante considerar que el trabajo de funciones es extenso y, en ocasiones,
por la teoria formal se vuelve un tanto complejo; sin embargo, puedes comenzar con
las bases respecto a qué elementos de una funcién debes conocer, si existe alguna
forma de organizarlas y, en general, los elementos aplicables a ellas. Integra todo lo
anterior a través de una investigacion cuyo proposito sea identificar la importancia
de trabajar adecuadamente con funciones de cualquier tipo.

Autoevaluacion

Instrucciones: Lee los siguientes ejercicios y encuentra las soluciones. Realiza las
anotaciones necesarias en tu cuaderno, con orden y limpieza. Registra y reflexiona
tus respuestas para que después las comentes con tus compafieros de clase.

|. Realiza en tu cuaderno un mapa conceptual con los aspectos mas importantes
sobre relaciones y funciones.

Il. Empieza un glosario con los términos mas importantes del bloque I.
Ill. Realiza una presentacién grafica que explique los siguientes puntos:

* Nocion de relacion y nocion de funcion.

« Distintas formas de representar una funcién.

* Dominio y rango de una funcion.

+ ¢ Cual es la caracteristica que debe tener una relacién para que sea funciéon?
» Escriban una reflexion acerca de lo aprendido y realizado hasta el momento.

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
u consulta el apéndice al final del libro.

iy

Guarda el desarrollo y solucian de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Introduccion

Hasta ahora se han desarrollado las caracteristicas y conceptos de relaciones y fun-
ciones, asi como de las diferentes operaciones que se pueden realizar entre éstas.
En este bloque consideraremos ciertos tipos de funciones especiales, asi como su
aplicacion en diferentes ramas del saber.

Desde que conocimos las operaciones aritméticas basicas hemos considerado que
tienen cierto orden o relacion entre ellas; por ejemplo, y con respecto a nuestro ob-
jetivo, cada una de estas operaciones basicas tiene una operaciéon que llamamos
inversa, lo cual realiza lo contrario o "deshace” lo que la operacién anterior indica.
Mas especificamente, la operacion contraria o inversa de la suma es la resta, y asi
de modo contrario (la operacién contraria a la resta es la suma); por lo tanto, se dice
que la suma y la resta son operaciones inversas. Asi ocurre con la multiplicacion y
la divisién; lo mismo se cumple en la potenciacién y la radicacion. Estos conceptos
de operaciones inversas se pueden aplicar también a las funciones, de ahi que es-
tudiemos las funciones inversas o también llamadas funciones reciprocas.

Para ir comprendiendo el concepto de inversa, te propongo analizar la siguiente
serie de operaciones:

3+4
a)

-6 =-4.6 (numero inicial: 3) b) (\19— 5)(3) =6 (nUmero inicial: 9)

Para el caso de a), supén que el niumero inicial es el 3, y para el de b) es 9. Después
de una serie de operaciones, en el primer inciso se obtuvo el resultado —4.6; en el
segundo caso, 6. En la primera relacion, lo que se realiz6 para obtener —4.6 a partir
del nimero 3 fue: sumarle 4, dividir esa suma entre 5 y restarle 6 al resultado de la
divisiéon. La cuestion en este inciso es tratar de realizar las operaciones inversas, uti-
lizando los valores 4, 5 y 6, para que a partir del valor —4.6 (valor final) obtengamos
el valor 3 (valor inicial). Como se trata de aritmética basica, seguramente podremos
realizar las operaciones inversas mentalmente. El resultado para este proceso sera,
entonces: (4.6 + 6)(5) -4 = 3.

Observemos que se aplicaron las operaciones aritméticas inversas para llegar al
resultado buscado, el 3.

Ahora contesta las siguientes preguntas: ;qué ocurrira si a este valor de 3, que
obtuvimos con las operaciones inversas, le realizamos de nuevo las operaciones
aritméticas originales, es decir, que valor se obtendra? ; Existira relacién entre las
operaciones inversas? En el caso de b), jcomo seran las operaciones inversas?

Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas




Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

:Qué aprenderas y como organizaras tu
estudio?

Bloque Il

Contenidos curriculares que se abordan

Concepto de funciones especiales.
* Funcién inyectiva.

* Funcién sobreyectiva.

* Funcién biyectiva.

Funcion inversa.

Funcion escalonada.

Funcién valor absoluto.

Funcion constante.

Funcion de identidad.

Propiedades y caracteristicas de las
transformaciones graficas.

* Familia de rectas.

No o wN

Competencias disciplinares que se
desarrollan

Construye e interpreta modelos matematicos

mediante la aplicacion de procedimientos arit-

meéticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y analisis de situacio-
nes reales, hipotéticas o formales.

* Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales.

* Analiza las relaciones entre dos o mas varia-
bles de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

» Elige un enfoque determinista o uno aleatorio

para el estudio de un proceso o fenémeno, y

argumenta su pertinencia.

Evaluacion del aprendizaje

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias

«  Actividad de aprendizaje 1. Funciones inversas.

*  Actividad de aprendizaje 2. Funcion escalonada.

+ Actividad de aprendizaje 3. Transformaciones
graficas.

*  Autoevaluacion.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Para iniciar, reflexiona

En algunos paises las temperaturas se manejan en grados Fahrenheit y en otros
en grados centigrados. Si tenemos, por gjemplo, la grafica que corresponde a la
funcién f(x) = 1.8x + 32

aoty f’
k1
/
."f
,r’; el
.r/ i
A
f 0
r.l’
= :
0 ij/ 10 0 10 0 0 an
7 o
Figura 2.1.

Esta funcién permite convertirde grados centigrados a grados Fahrenheit. De esta
manera, el eje de las ordenadas representa los Fahrenheit y el de las abscisas los
centigrados.

Si analizamos la grafica de esta funcion, identificamos que es una funcion inyectiva
o uno a uno. Si le aplicamos la prueba de la vertical descubrimos que tocara en un
solo punto a la grafica. De esta manera, se pueden observar en la grafica los valores
de la siguiente tabla:

Grados Grados
centigrados Fahrenheit

Cada uno de los valores de la funcion puede calcularse y asi identificamos el va-
lor de los centigrados en Fahrenheit. ; Pero como logramos convertir de grados
Fahrenheit a centigrados? Para dar respuesta a la pregunta anterior es necesario
conocer los conceptos de las funciones especiales y en particular la funcidn inversa.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

@ .
* Aprende mas

Concepto de funciones especiales
Las funciones especiales se clasifican en:
Funciones explicitas. La variable dependiente esta despejada. Ejemplo: y = f(x).

Funciones implicitas. La funcion esta dada por una ecuacion; es decir, la variable
dependiente no esta despejada. Ejemplo: x°y — 4y = 2

Funciones continuas. Su grafico no presenta ningun punto aislado, saltos o interrup-
ciones. Todas las funciones peolinomiales son continuas.

Funciones discontinuas. Presentan saltos o interrupciones. Todas las funciones ra-
cionales son discontinuas para todos los valores de x que hacen cero el denomina-
dor.

I .II T .I T I I 5 T lJ

Figura 2.2. Funcion continua. Figura 2.3. Funcién discontinua. Figura 2.4. Funcion escalonada.

Funciones escalonadas. Existen funciones que se definen a través de intervalos
cuyo dominio es (—=,=), sin embargo, no son continuas.

Funciones crecientes. Una funcién f es creciente sobre un intervalo en R. si para
cualgmer 1ur_alc:r X,y x, en Rdonde x,< x, , se tiene que f(x,)< f(x, ), los valores de la
funcién se incrementan (figura 2.4).

Funciones decrecientes. Una funcion f es decreciente sobre un intevalo R si, para

cualquier x, y x, en R, donde x, > x, se tiene que f(x,) > f(x,), es decir, los valores de
una funcién disminuye (figura 2.5).
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Figura 2.5. Funcion creciente. Figura 2.6. Funcion decreciente.

Funcidn inyectiva

Una funcién f es inyectiva, univalente o uno-uno si y sélo si cada f(x) en el recorrido
es |la imagen de exactamente un Unico elemento del dominio; es decir, es funcion
inyectiva si cada elemento del dominio tiene una imagen diferente en forma general:

f(x,) = f(x,) lo que implica que x, = x,

Ejemplo:

) o

=

Figura 2.7.

Método de linea horizontal para identificar si la funcién es inyectiva

El método de linea horizontal se utiliza para saber si una funcién es inyectiva o no.
Por ejemplo, si tenemos la funcién f(x) = 2x* + x + 1, necesitariamos comprobar si
la recta horizontal f(x) = 4 corta la grafica de la funcion en dos puntos. Observa la
figura 2.8.

La funcion f(x) = 2x* + x + 1 no es inyectiva, porque la recta horizontal f(x) = 4 corta
a la grafica de la funcién en dos puntos (figura 2.8). Por el contrario, con una funcién
como p(x) = x> - 1 se observa que la funcidn f(x) = 4 corta la grafica en un solo punto
(figura 2.9), por lo que la funcién si es inyectiva.



Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

|
i W | k=4 —

[Rxy=2a+x+1

I"m‘. 2 /

{ |
.'ll ! b

-3 -1 =1 1] 1 2 3 4 -1

Figura 2.8. Figura 2.9.

Funcion sobreyectiva

Sea funa funcion de A en B, fes una funcién sobreyectiva, si y sélo si cada elemen-
to de B es imagen de al menos un elemento de A, bajo f.

A B

Figura 2.8.

Funcion biyectiva

Sea funa funcién de A en B, f es una funcién biyectiva si y solo si f es sobreyectiva
e inyectiva a la vez.

Una vez definidas las funciones inyectiva, sobreyectiva e inyectiva, podemos aplicar
estos conceptos a las funciones f(x), a qué clasificacion pertenecen. Por ejemplo,
sean los conjuntos M= {p, q, 1}y N={1, 2, 3} para los cuales se definen las siguien-

tes funciones:

M N
f

p 1

q 2

r 3

Figura 2.9. Funcién biyectiva de N en M.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Funcion inversa

Sabemos que existen funciones inversas: suma-resta; producto-cociente; radica-
cion-potencia; logaritmo-exponencial. Se expresan asi:

Suma-resta: a+c=b=b-c=a

Producto-cociente: axc=b = E =a
c

Radicacién-potencia: va = b= (b)" = a

Logaritmo-exponencial: In(a)= b= e’ =a

La palabra inversa en algebra tiene el mismo sentido de la palabra inversa en la vida
cotidiana, es decir, “lo contrario de”, “lo opuesto de”.

Una forma practica de expresar una funcién inversa es intercambiar el dominio y el
rango de una funcion. La funcién inversa se expresa como f~'(x) y se lee “inversa
de f" y se representa como f': B — A.

Considerando una funcion f que tiene por dominio un conjunto A y por codominio
un conjunto B, entonces se llamara funcién inversa de f, a aquella funcion que tiene
como dominio B y por codominio al conjunto A. Denotaremos a la funcién inversa
como f'(y) = x y su diagrama es:

AfB AF'B

Funcion f Funcion £
Figura 2.10.

El proceso para encontrar la funcién inversa de otra dada es el siguiente:

+ Se despeja la variable x de la funcién original, para la funcion inversa, esa es la
variable dependiente.

+ Se intercambia la variable x por y.

* La ecuacién resultante corresponde a la funcién inversa de la expresada.




Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Ejemplo 1: Obtener la funcién inversa de y =2x -1

Solucion:

La ecuacién se expresa como funcion: f(x)=2x—1

Ahora se despeja x:

La funcién inversa es f~' (x) = XT”

Ejemplo 2: Obtener la funcion inversa de y = %
X+

Solucion:

Despejando x:
1 1 fuy
y(x+1)=1 = x+1=— = x=——1 = x=—H©
y y y
1-x

Por lo que: f'(x)= e

Ejemplo 3: Calcular la inversa de la funcion inyectiva f(x)=1.8x+ 32

Solucion:

Sustituye f(x) por "y":
f(x)=1.8x+32

Intercambia entre ellas todas las "x" y las "y":

x=18y+32

Despejando y; sustituyendo y por f~1(x):

_x-32
1.8

Esta funcion inversa, en el caso de
conversiones, es Util para convertir
de Fahrenheit a centigrados.

b5



Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

La figura 2.11 muestra en un mismo plano las graficas de las funciones anteriores.
Interpretamos que en cada situacion de uno a uno se conserva y existe una linea
que parece ser la que las separa, la funcién y = x.

o)  [y=texew:
rj...

i e i

a| S ¥=x /

7
y=lx-3HE

*
0 40 60 a0 100 120"

Figura 2.11.

Ejemplo 4: La siguiente férmula permite convertir x grados centigrados a F(x) gra-
dos Farenheit:

F(x)= 9 x+32
8
a) ¢Queé significado tiene F~'(x)?

b) ¢A cuantos grados centigrados equivalen 68 grados Farenheit?

c) Hallar F'(x)

Solucion:

a) Construye una férmula para convertir x grados Farenheit a grados centigrados.
5
b) C(68)=5(68-32)=20°C

¢) Escribimos y =%x+ 32. Intercambiando x por y, obtenemos la funcién inversa

9 5 iz 5
x=§y+ 32. Enésta, y=§(x—32). Escribimos C(x)=§(x—32). AsiC(x)=F"(x).
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Iw.Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones: Lee detenidamente las indicaciones de los siguientes ejercicios,
realiza las actividades que se te piden, anota las respuestas en orden y con limpieza
en tu cuaderno. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes
con tus compaferos. Escucha con respeto las aportaciones de los demas para
mejorar tu trabajo.

|. Desarrolla las actividades que se solicitan. Obtén la inversa de cada funcién y
determina cuales de estas funciones son inversas y comprueba usando compo-
sicion de funciones.

1 1

1. =3x-7 4. = —X——
p(x)=3x =

2. m(x)=x*-1 5. y = Bx”+1

6. Comprueba que son inversas cada par de funciones.

a) p(x)=x+1; g(x)=x-1
x-3

b) F(x)=6x+3; G(x)=

7. Traza la grafica de las siguientes funciones inversas:

a) f(x)=5 c) y=1
X
b) x*+y=1 d) y-4x=2

4 Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

-
Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

o
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i .
" Aprende mas

Funcion escalonada

Las funciones escalonadas son un tipo particularmente sencillo de funciones que se
definen en un intervalo, de manera que exista una particion del mismo en el que la
funcién se mantenga constante en cada uno de los subintervalos.

Informalmente, una funcioén escalonada es aquella que, al ser dibujada, su grafica
tiene la forma de una escalera o una serie de escalones (que no necesariamente
deben ser crecientes). Este tipo de funciones tienen un comportamiento diferente
por intervalos; es decir, una funcién distinta en cada escaldn.

Por ejemplo, si deseas asistir a un concierto de tu grupo musical favorito y
preguntas por los precios de los boletos, tal vez te dirian que de la primera
fila a la quinta cuestan $500, de la sexta a la décima, $350 y de ahi en
adelante $200. De acuerdo con esto podemos ver que:

* Es una funcién discreta.
* Dominio = numeros naturales 1, 2, 3, 4, ...
* Contradominio = 500, 350 y 200

+ En general:

P =f(F) donde P = precio y F =fila

Entonces:
f(1)=£(2)=...=f(5)=500
f(6)...=f(10) =350
Y para F>10; f(F)=200
Ejemplo 1: Los estacionamientos cobran una cuota fija por hora aun
cuando solo se utilice una fraccion de este tiempo. Describe graficamente

y con una ecuacion la funcioén para la tarifa que debe pagarse en un esta-
cionamiento que cobra $10.00 la hora, o fraccion, si un auto permanece

Fia2.13. — de una a cinco horas.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Solucion:

*+ b (weci])

En general la funcion del problema es
P=f(t)

10 si 0<t<1
20si1<t<2
P=f(t)={30si 2<t<3 o d—
40 si 3<t<4
50 si 4<t<5

41 —_—

R it B

Debemos recordar que en una funcién ningun elemento del dominio puede tener

dos o mas valores, por esa razon los intervalos se deben especificar con detalle.

Ejemplo 2: Representa y describe las caracteristicas de las siguientes funciones.

f(x)= 3x-1 5{ x <1
x-2 s x=21

Dominio: D(f) = R; Recorrido: (f)= R

Solucion:

Puntos decortedelgie Y: x=0= f{0)=3:-0-1=-1= (0, -1)
Puntos de corte con el gje X:

Parax<1:

y=0 y=3%-1=0=3-1=>x=13<1 i
= (1/3,0) i

Paraxz1:

y=0, y=x-2=0=x-2=>x=221=
(2,0)

Gréfica: 1

b9
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

.Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones: Lee detenidamente las indicaciones de los siguientes ejercicios,
realiza las actividades que se te piden, anota las respuestas en orden y con limpieza
en tu cuaderno. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes
con tus compaferos. Escucha con respeto las aportaciones de los demas para
mejorar tu trabajo.

1. El costo del estacionamiento en un centro comercial es de 2.50 pesos cada 15
minutos las primeras dos horas. A partir de la tercera hora el costo es fijo e igual
a 15 pesos por hora

a) ¢Cuanto pagarias por estar en el centro comercial 1.5 horas?

b) ¢Cuanto pagarias por estar 2.5 horas?

¢) ¢Cuanto pagarias por estar 5 horas?

d) Traza la grafica, en la cual se refleje lo que pagarias por estar las primeras 5
horas en el estacionamiento.

2. Losimportes del envio de paquetes de diferentes pesos en una oficina de correos
son.

Importe ($)

0=p=100 12.50
100 < p= 200 19.00
200 <p=300 2525
300 < p= 400 31.50
400 < p= 500 37.50
500 < p= 600 4350
600 <p=700 49 35
700 < p= 800 55.20
800 < p= 900 61.00
900 = p =1000 66.50
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a) Traza la grafica, en la cual se refleje lo que pagarias por enviar un paquete de
3.5 kg.

-

Para verificar los logros obtenidos en estfa actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el apéndice al final del libro.

——
- Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

& :
" Aprende mas

Funcion valor absoluto

El valor absoluto se representa por el simbolo |x|; esto significa que si x es de signo
positivo se queda igual, si es negativo se le cambia de signo para que quede posi-
tivo, por ejemplo:

|-5|=—(-5)=5, |4|=4
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Luego entonces, la funcion de valor absoluto se define por:

f:R— R, tal que f(x)=|x|, xeR
De ofra forma se representa por:
= {(xy)ly= [ xeR]
La anterior es la funcion valor absoluto.

La representacion geométrica de la funcién valor absoluto f[x) - |x| es:

7(x) =

| I.
Figura 2.14. Representacién geométrica de
la funcidn de valor absoluto.

Sus caracteristicas son:

* Es biyectiva.
* Su dominio D son todos los reales, es decir, D= R .
* Su contradominio C son todos los reales no negativos, es decir, C = R*w {0}.

Funcion constante

Esta funcién la puedes observar cuando compras por menudeo, por ejemplo: si
compras una camisa, un pantalén o unos zapatos, el precio de estos articulos se
mantiene constante, es decir, no cambia, como se muestra en la figura 2.15.

Y
) =K
Es aquella fix) =K {0, K)
e o
imagen es K c::s:::te 0 *

Figura 2.15. Grifica de una
funcién constante.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Funcion de identidad

En tu casa, escuela, iglesia y en otros espacios puedes encontrar escaleras, si las
miras de costado, veras que algunas cuentan con escalones que tienen la misma
medida de ancho y altura. Si colocas sobre los escalones una tabla, vas a observar
como se puede generar la grafica que se muestra en la figura 2.16.

El valor del
t - - -
?;5‘;1";“ d: IE: Funcién de identidad fix) = x
imagen

La representacion grafica de la funcion de identidad, es
una recta que pasa por el origen con una inclinacién de
45° (figura 2.16). Figura 2.16.

Propiedades y caracteristicas de las
transformaciones graficas

Algunas de las transformaciones de funciones se conocen como familias de fun-
ciones similares, tienen la misma forma, pero posiciones diferentes en una grafi-
ca. Para ejemplificar este concepto de transformaciones graficas, analizaremos un
ejemplo de linea recta.

Familia de rectas

Hemos estudiado que una recta del plano queda determinada por un par de datos
o condiciones: dos puntos, un punto y su pendiente, su pendiente y ordenada al
origen, etcétera. Si se determina una Unica condicién, entonces un conjunto de
rectas, y no necesariamente una sola, la cumpliran. Al conjunto de todas las rectas
que satisfacen una Unica condicién se le denomina familia de rectas o haz de rectas.

Para obtener la ecuacion de una familia o haz de rectas, se define la condicion y
el dato mas conveniente para obtenerla representado por un parametro variable k,
perteneciente a los numeros reales.

Como estudiaremos en cursos posteriores, existen también familias de circunferen-
cias, parabolas, elipses y, en general, de diferentes lugares geométricos.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Los siguientes ejemplos explican el procedimiento recomendado para obtener la
ecuacion de una familia, transformacion grafica o haz de rectas y su construccion
grafica.

Ejemplo: Determina la ecuacion de la familia de rectas que pasan por el origen del
plano.

Solucion:

= La condicién que deben cumplir todas las rectas de la familia es que pasan por el
punto (0, 0) sin importar su inclinacion.

= El haz de rectas debe tener por ecuacién y = x.

Dado que las rectas pueden tener cualquier ordenada al origen (valor en el que la recta
corta al eje y), hacemos b = k en la ecuacion al origen tomando la forma: y = x + k.

i e et e eicnts £ T LAAA
| yax+k| | |
! I:-—l.—ﬂ.;..-:.i !
| T / }z/;/;{' }f

"
14 -

En la siguientes figuras se muestran las graficas de 3 funciones f(x), g(x) y h(x) y la
férmula de f(x) = x2. ; Cuales son las formulas de las otras graficas?

4 ¥ i
) 5 ]

VN tamf .
L ;




Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Si analizas la grafica (figura 2.17) puedes ver que ambas funciones son similares,
pero en posiciones diferentes, se interpreta que la grafica de f{x) tiene su origen en
el punto (0, 0), también se observa que g(x) tiene su origen en (0, 3) y h(x) inicia en
(0, -2), es decir, estan desplazadas 3 unidades hacia arriba y dos unidades hacia
abajo.

Para generalizar el concepto anterior, a la hora de graficar una funcién es muy im-
portante tener en cuenta este tipo de transformaciones.

Los tipos elementales basicos para la transformacién de funciones f{x) se resumen
en la siguiente tabla.

Tipo de transformacion

Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha y=Ff(x-c)
Traslacion haorizontal de ¢ unidades a la izquierda y=Ff(x+c)
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo y=flx)=c
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba I y=f(x)+c

.Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones: Lee detenidamente las indicaciones de los siguientes ejercicios,
realiza las actividades que se te piden, anota las respuestas en orden y con limpieza
en tu cuaderno.

Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con tus
compafieros. Escucha con respeto las aportaciones de los demas para mejorar tu

trabajo.

1. Dada la funcién y = x + 2, realiza el tipo de transformacién que se indica.

a) y=f(x-c)
b) y=f(x+c¢)
c) y=f(x)-c
d) y=f(x)+c
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

2. Representa geométricamente las funciones valor absoluto f(x) = |x].

a) y=|x-3|
b) y=|x-2

3. Representa geométricamente las funciones denominadas constantes.

a) y=3
b) y=-2

3. Representa graficamente las siguientes funciones.

-2 si 1
&) ()= X SI'IX':'.

2x-1 si x=1
b) f(x)= 3x+1 5{' x <1

x+2 s x=1

"W Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

ﬁ Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Cierre del blogue |

Reflexiona sobre lo aprendido

Una vez estudiada la parte principal de este bloque, lo consecuente es que desarro-
lles las habilidades y actitudes necesarias, para asi evidenciar que estas aprendien-
do sus criterios, asi como las competencias genéricas de la asignatura.

En este punto, y antes de cerrar el blogue, reflexiona acerca del antes y el después

de conocer dichas herramientas. Utiliza las siguientes preguntas para ayudarte a

dicha reflexion:

+ ¢Conozco y empleo las diversas funciones en mis actividades cotidianas?

+ ¢ Determino e identifico el bosquejo de una grafica de funcion escalonada?

+ ¢ Combino eficientemente las reglas y teoremas para determinar las caracteristi-
cas de las transformaciones graficas?

+ ¢ Bosquejo mentalmente la grafica de una funcién especial inversa?

Comparte el producto de tus reflexiones con tu docente y grupo; observa los resul-

tados de tus compafieros y contrasta con los tuyos todos los elementos recopilados.

Autoevaluacion

Instrucciones: En tu cuaderno de trabajo realiza la interpretacion grafica de las

siguientes funciones y escribe su clasificacion. Registra y reflexiona tus respuestas

para que después las comentes con tus companeros.

Funcion Clasificacion

1. f(x)=x"-3x+2
2. f(x)=Inx+1

3. f(x)=cosx+senx

4. f(x)=e™"
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Aplicas funciones especiales y transformaciones de graficas

Funcion Clasificacion
x+1
5. f(x) = T3

6. f(x)=v2x+1

7. f(x)=logx-1

8. f(x)=-2x-1

3x senx
:F(x) - X+6

10.f(x)=2"+x

1. f(x)=+cosx +1

R
12, f(x)-_- ax+b
x-a

13. y =|x|

14.y=x

15.4<x <6
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Empleas funciones polinomiales de grado cero, uno y dos

168.x<5

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el apéndice al final del libro.

i Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Si de la actividad anterior obtuviste de 14 a 16 aciertos considera tu resultado como
excelente, de 11 a 13 aciertos como bien, de 8 a 10 como regulary si tus respuestas
correctas fueron menos de 8 aciertos considera tu desempefio como no suficiente,
lo que exige que refuerces tus conocimientos previos.

Excelente

;Como evaluas el nivel de tus conocimientos previos en Bien

funcion de las respuestas correctas que tuviste? Regular
No suficiente
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Introduccion

Una vez concluidas las aplicaciones para las funciones inversas y las transformacio-
nes graficas, podemos dirigirnos a los siguientes ejes tematicos del curso. En este
caso, las funciones polinomiales.

Asi como se analizé en el curso Matematicas |, especificamente en el blogue alge-
bra de polinomios, manejaremos éstos de igual forma; sin embargo, aqui abordare-
mos las funciones polinémicas, es decir, cada polinomio de una variable puede dar
origen a una funcion polinémica que contenga a esa misma variable. Por ejemplo,
el siguiente polinomio de una variable, 3x* — 2x + 5, puede dar origen a una funcién
polinomial (que definiremos de forma general mas adelante) de la forma:

f(X)=3x2-2x+5 6 y=3x-2x+5

Recuerda también que los polinomios se pueden clasificar por su grado o potencia,
asi que las funciones polinomiales seran clasificadas por sus grados. Ademas, cada
una de las funciones polinomiales dara origen a diferentes representaciones grafi-
cas. Esto es precisamente lo que abarcara este bloque, a saber, la representacion
de las funciones polinomiales y sus aplicaciones en diferentes ramas.

En este bloque se identifican las situaciones de un modelo general de las funciones
polinomiales de grados cero, uno y dos, empleando los criterios de sus comporta-
mientos graficos respectivos. Estas funciones son modelos matematicos que des-
criben muchos fendmenos naturales como la presién atmosférica (grado cero), la
distancia recorrida por un mévil a una velocidad constante (grado uno), la distancia
recorrida por un moévil cuando tiene aceleracién (grado dos); asimismo, ayudan a
solucionar problemas de la vida cotidiana en temas financieros o estimar la cantidad
de ingredientes a usar para preparar un determinado alimento.

Empleas funciones polinomiales de grado cero, uno y dos




Empleas funciones polinomiales de grado cero, uno y dos

:Qué aprenderas y como organizaras tu
estudio?

Bloque Il

Contenidos curriculares que se abordan

1. Modelo general de las funciones polinomiales.

2. Representacion grafica de las funciones de

grados cero, uno y dos.

» Comportamiento grafico de la funcion
polinomial de grado cero.

» Comportamiento grafico de la funcién
polinomial de grado uno.

» Comportamiento grafico de la funcion
polinomial de grado dos.

Competencias disciplinares que se
desarrollan

Construye e interpreta modelos matematicos

mediante la aplicacion de procedimientos arit-

meéticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les para la comprension y analisis de situacio-
nes reales, hipotéticas o formales.

* Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales.

* Analiza las relaciones entre dos o mas varia-
bles de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

+  Elige un enfoque determinista o uno aleatorio

para el estudio de un proceso o fendmeno y ar-

5 - umenta su pertinencia.
Evaluacion del aprendizaje 4 i

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias

+  Actividad de aprendizaje 1. Funcion constante.
«  Actividad de aprendizaje 2. Funcion lineal.

* Actividad de aprendizaje 3. Funcion cuadratica.
+  Actividad de aprendizaje 4. Reto.

*  Autoevaluacion.
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Para iniciar, reflexiona

Las funciones polinomiales nos ayudan a resolver problemas en la vida diaria, a
pesar de ello, rara vez estamos conscientes de los procesos matematicos involu-
crados en lo que realizamos. Reflexionemos acerca de la importancia del disefio de
modelos matematicos para la toma de decisiones. En equipos resuelvan la siguien-
te situacion:

Francisco solicita un empleo de ventas en una compainiia de teléfonos celulares en
su ciudad. Después de pasar por todo el proceso de seleccion le informan que sera
contratado y que vendera solo un modelo particular de teléfono celular que cuesta
es de $1000.00. Cuando se presenta a firmar su contrato le ofrecen tres opciones
de planes de sueldo:

Plan A: sueldo base de 6500 pesos mensuales.

Plan B: sueldo base mensual de 2500 pesos mas 10% de comision sobre las ventas
del mes.

Plan C: sueldo base mensual de 5500 pesos mas 7% de comision sobre las ventas
realizadas en el mes.

Si estuvieras en el lugar de Francisco, ;qué plan eligirias? s Por qué? Escribe en las
lineas tus conclusiones.

Al finalizar el blogue, este problema se retoma para que le des una solucién formal
como solucién de un proyecto.

Empleas funciones polinomiales de grado cero, uno y dos
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' Fi
* Aprende mas

Modelo general de las funciones polinomiales

Las funciones polinomiales son modelos matematicos que describen relaciones en-
tre dos variables, como su nombre lo indica, se definen por medio de un polinomio,
que, como sabemos, es la expresion de suma o resta de términos algebraicos no
semejantes entre si. La forma general de una funcién polinomial es:

n=1

pa n 2
f(x)=a,x"+a, x""+..+a,x* +ax+a,

En esta expresién n es un numero entero no negativo, que se denomina grado de
la funcién polinomial.

* Los valores numéricos reales se denominan coeficientes del polinomio.

+ El coeficiente a,, un nimero real diferente de cero (a, # 0) que actua como
coeficiente del término de mayor grado, se denomina coeficiente principal de la
funcién.

+ El coeficiente a, se denomina coeficiente constante.

*+ De este modo, a,x" es el término principal de la funcién y el término a, es el
término constante o término independiente de ésta.

Entonces, la forma general de una funcidén polinomial se puede representar con la
expresion siguiente:

Grads
- [n] n-1 2
f(x)= &, Xx"|+a, X"+ tax tax+t a, |
Coeficiente Coeficiente o
principal término
————— constante

Término
principal

Por ejemplo, para la funcién f(x) =2x°>-7x+5, tenemos:

Grado del polinomio que define a la funcion: 2 Coeficiente constante: a, = 5
Coeficientes:a,=2,a,=-7,a,=5 Termino principal: 2x*
Coeficiente principal: a, = 2 Teérmino constante o

independiente: 5
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Representacion grafica de las funciones de grados
cero, uno y dos

Los elementos de una funcion polinomial: grado, coeficientes, coeficiente principal,
coeficiente constante, término principal y término constante nos proporcionan infor-
macion para aproximar su comportamiento grafico.

Una caracteristica importante de las funciones polinomiales es que se trata de fun-
ciones continuas, que intuitivamente se pueden interpretar como funciones cuya
grafica no esta rota, lo cual, matematicamente hablando, quiere decir que estan
definidas en todos los nimeros reales (su dominioes R ).

La grafica de las funciones polinomiales no tienen cortes y su trazo es de una unica
linea, como si se dibujara colocando el |apiz sobre el papel y arrastrandolo sin des-
pegarlo de la hoja, como se muestra en las siguientes figuras 3.1 y 3.2.

| + _ N g
| L] § 6
I .: ' et | ) l
- }1 g
N I
|2t | |
| |
P : i 1 N\ :
i -4 2 WAoo ¥ 2 4 6 A 4 | a2 4 TR
[ [/ \
__:T i | 1, { 3 |
1 ! f
“f || I 4
ol .
Figura 3.1. Funcion continua. Figura 3.2. Funcién discontinua.
Las funciones polinomiales son Las funciones discontinuas no son
funciones continuas. polinomiales.

Los siguientes conceptos de los polinomios de grados cero, uno y dos nos ayudaran

a identificar cada uno de los elementos y grafica de los polinomios objeto de estudio
de este bloque.

Comportamiento grafico de la funcién polinomial de grado cero

La funcién constante (grado cero) es la funciéon polinomial mas simple. Su expresion
general es:

f(x)=a,x"=a,(1)=a

Se sabe que toda cantidad elevada a la potencia cero es uno, es decir x° =1.
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Empleas funciones polinomiales de grado cero, uno y dos

Dado que a, es un nimero real constante, suele expresarse con la letra c. Asi, la
expresion de la funcion constante mas comun es:

f(x)=c

Analicemos la expresién anterior. El polinomio que define a esta funcion tiene a la
variable x con exponente cero, de modo que su grado es cero. En la funcién cons-
tante se expresa una relacién de correspondencia entre los valores de la variable y
el valor ¢, de modo que, para cada valor de x en el intervalo (—==, =) el valor obtenido
por la funcién es c.

Las funciones polinomiales describen en un plano cartesiano graficas dependiendo
del grado al que pertenezcan.

A partir de esto, deducimos que todos los puntos de la grafica de la funcion cons-
tante estan definidos por la expresion (x, ¢) y, consecuentemente, a la misma altura
respecto del eje X, dando lugar a una recta horizontal (paralela al eje X), que corta
al eje Y a la altura de y = ¢, como grafica de la funcion en el plano cartesiano.

Sic =0, larecta es el eje X del plano cartesiano. Entonces, la ecuacion del eje X es
fix) = 0.

flx)=0

-2

P

&

Figura 3.3. Grifica de la funcion
constante flx) = c.

Si ¢ =0, la funcién f(x) = O representa al eje X del plano cartesiano

Recordando que toda funcion polinomial tiene como dominio a los reales y que el
rango es el conjunto de valores que toma la funcion, podemos afirmar que el domi-
nio de la funcién constante es el conjunto de los niumeros reales, y que su rango es
el conjunto cuyo unico elemento es ¢, es decir:

Domf =R y Rangof = {c}
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Por ejemplo, si deseamos trazar la grafica de la funcion f(x) = 3, tabulamos algunos
puntos y luego los unimos.

y=f(x)=3 Punto

fix)=3

-2

Figura 3.4. Grifica de la funcién f{x) = 3.

En la grafica de la funcion f(x) = 3 tenemos que Domf =R u Rangof = {3}

.Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones: Lee detenidamente las indicaciones de los siguientes ejercicios,
realiza las actividades que se te piden, anota las respuestas en orden y con limpieza
en tu cuaderno. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes
con tus companferos. Escucha con respeto las aportaciones de los demas para
mejorar tu trabajo.

1. A partir de la grafica siguiente, determina la expresion de la funcion:
s

Funcion
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Iby
1o
-
2
2. Graficar la funcion fix) =-1.5
1 X
3. Graficar la funcién f{x) = 2.5 f &= 0 0 2 7 T 17
2
.4

. Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

—

- Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

' .
Aprende mas

Comportamiento grafico de la funcién polinomial de grado uno
Es la funcién de grado impar mas simple. Su expresion general es:
f(x)=ax+a,
Otras formas comunes en que se expresa esta funcién son:
f(x)=ax+b 'y f(x)=mx+b

Se denomina funcion lineal porque su grafica en el plano cartesiano es una linea
recta.
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Ejemplo: Graficar la funcién f(x)= %x +2

Solucioén:

Sabiendo que es una funcién de grado impar, tenemos que el siguiente analisis es indis-
pensable para conocer e identificar los elementos de la gréfica de la funcion de primer
grado.

1. El coeficiente principal a, = 1/2 es positivo, por lo que la grafica de esta funcion va
desde menos infinito (-=), por debajo del eje X, corta al eje X y continia hasta infi-
nito (+=) por encima de éste.

2. Eltermino constante es a, = 2, por lo que la gréfica corta al eje Y en el punto (0, 2).

3. Ademas, sabemos que esta funcion debe tener un cero o raiz en la solucion de la
ecuacion, por lo que se debe despejar x:

f(x):%x+2

1x+2=ﬂ
2

(A 2x+2)-0)(2)

X+4=0
ol La funcién tiene un cero
Xx=—4 oraiz en el punto (-4, 0).
1
x y=f(x)=§x+2 Punto

-6 %(—6)+2=—3+2=—1 A(-6, -1)

-4 0 B(-4, 0)

-2 %{-2}+2=—1+2=1 C(-2,1)

0 2 D(0, 2)

2 %{2)+2=1+2=3 A2, 3)

4 %{4}+2=2+2=4 A4, 4)
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@ .
* Aprende mas

Parametros y caracteristicas de la funcién de grado uno. Al trazar la grafica de una
ecuacion polinomial y = mx + b de grado uno, se obtiene una recta, en estas grafi-
cas se observa una cierta inclinacién, el valor de esa inclinaciéon se determina con
el valor de (m) y se llama pendiente de la recta, también se observa en la ecuacion
el valor de (b) que se llama ordenada al origen y sefiala el valor en el que la recta

corta al eje y.

Por ejemplo, al trazar la grafica de y = 3x + 2 (figura 3.5), se puede identificar el valor
de la pendiente (m = 3) y el valor de la ordenada al origen (b = 2).

¥ !
]
ll." y=3x+2

Figura 3.5.

Procedimiento para trazar una funcion lineal. Los pasos a seguir son:

1. Con el término constante b (ordenada al origen), localizar la intersecciéon con el

eje Y, es decir, el punto (0, b).

2. Cambiar la expresién del coeficiente principal m (pendiente) a la forma fraccio-

naria, es decir, expresar:

m=

3. Si m=> 0, mover p unidades hacia arriba y r unidades hacia la derecha (o p uni-
dades hacia abajo y r unidades hacia la izquierda) y trazar el nuevo punto. Si

P
r

m = 0, la recta es horizontal y pasa por (0, b). Ya se puede trazar.
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4. Sim <0, mover p unidades hacia abajo y r unidades hacia la derecha (o p uni-
dades hacia arriba y r unidades hacia la izquierda) y trazar el nuevo punto.

5. Con los dos puntos obtenidos (excepto si m = 0), trazar la recta.

Ejemplo: Traza la grafica de la funcion f(x)=-1.5x+2

Solucion:

La pendiente es:

m=—1.5=—1%-—%=_%
Y la ordenada al origen b = 2 4y
1. Trazamos el punto. \ :
2. Como m < 0, movemos 3 unidades hacia e

abajo y dos hacia la derecha para obtener
un nuevo punto (también se muestra el
movimiento de 3 unidades hacia arriba y
dos a la izquierda). 42

3. Unimos los puntos y prolongamos la linea.

Recuerda que sobre el dominio se sabe que para todas las funciones polinomiales:
Domf =R
Es decir, la grafica existe (tiene puntos) para valores de x desde —= hasta «.
El rango de la funcién lineal es el conjunto de todos los nimeros reales, es decir:
Rangof =R
Lo anterior significa que la grafica se extiende verticalmente desde —= hasta .

Si en el ejemplo anterior la pendiente es cero (m = 0), entonces la funcién dada es
la funcion constante estudiada antes.
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& i
* Aprende mas

La funcion lineal como modelo de variacion directa. Decimos que en la relacion de
dos variables hay una variacion directa cuando al aumentar el valor de una aumenta
el valor de la otra, o bien, cuando al disminuir el valor de una disminuye el valor de la
otra. Por ejemplo, la cantidad de libros que se pueden comprar con cierta cantidad
de dinero es un caso de variacion directa: “a mayor cantidad de libros se requiere
mayor cantidad de dinero”, o bien, “a menor cantidad de libros corresponde una
cantidad menor de dinero”.

Para expresar que la variable y varia directamente con respecto a la variable x, se
utiliza la expresion: y « x, que se lee “y es directamente proporcional a x".

Esta expresion puede transformarse en igualdad cambiando el simbolo « por la
igualdad e introduciendo una constante k, llamada constante de proporcionalidad,

que multiplique a la variable x; es decir, y « x es lo mismo que y = kx, que, como
funcién, es:

y=f(x)=kx
(la cual, como hemos estudiado, es la funcion lineal)

Aqui b es la pendiente y b = 0. Este modelo permite resolver problemas. Revisemos
algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Se compraron 3 libros y se pagd 150 pesos por ellos. ;Cual es el mode-
lo de variacién? Usando este modelo, ;cuanto se pagara por 5 libros?

Solucion:

k=2 =150 _ 50 pesos/iibro
x 3

El modelo de variacion es f(x)=50x, donde x es la cantidad de libros que se compran.

Para saber el costo de 5 libros:

f(5)=50(5) =250 pesos
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Ejemplo 2: Si un automévil recorre 75 kildmetros en 80 minutos, ;qué distancia
recorrera en media hora? Resuelve el problema utilizando el modelo de variacion

directa.

Solucion:

F(x)= % x donde x es el tiempo del recorrido en minutos.

X =% hora = 30 minutos, por lo que f(30)= 2{30} = 28.125 kilémetros

.Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones: Lee los siguientes ejercicios para encontrar las soluciones de cada
uno de ellos, realizando las anotaciones necesarias en tu cuaderno con orden y
limpieza. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con
tus compafieros de clase, escucha y respeta las aportaciones de los demas para
mejorar tu trabajo.

Resuelve los siguientes problemas:
1. Determina la ecuacion de la recta horizontal que pase por el punto P,(—?.S, 2).

2. Halla la ecuacién de la recta vertical que pase por el punto F’,(%, - %]
3. Halla la grafica de la ecuacion 2x + y— 6 = 0.

4. Halla la ecuacion de la recta que pase por el punto (5, -3) y cuyo angulo de in-
clinacion sea igual a 315°.

5. Halla la ecuacion de la recta cuyos extremos sean los puntos (-5, -6) y (7, 0).
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6. Halla la pendiente, el angulo de inclinacién y la ordenada al origen de la recta
cuya ecuacion sea 5x- 3y - 15=0

7. Se compraron 6 libros y se pagd 300 pesos por ellos. ;Cual es el modelo de
variacion? Usando este modelo, jcuanto se pagara por 25 libros?

8. Siun automévil recorre 115 kildmetros en 80 minutos, ;qué distancia recorrera
en media hora?

9. Se compraron 5 conejos y se pagd 1500 pesos por ellos. ; Cual es el modelo de
variacion? Usando este modelo, jcuanto se pagara por 15 conejos?

10.Si un automovil recorre 75 kilémetros con 15 litros de gasolina, ;qué distancia
recorrera con 30 litros?

4 Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

=

Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

=) '
Aprende mas

Comportamiento grafico de la funcién polinomial de grado dos
Su expresion general es f(x) = ax* + a x + a, que suele expresarse como:

f(x)=ax*+ bx+ccona#0
(al graficar esta funcion se describe una parabola)

Como cualquier funcién polinomial, su dominio es el conjunto de todos los nimeros
reales: Domf= R

El analisis de los términos de una funcién cuadratica f(x) = a_x* + a x + a_es:
+ La constante a o coeficiente cuadratico indica qué tan ancha o estrecha esta la

parabola.
« Sia<1(amenorque 1) la parabola es muy ancha.
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« Sia=>1(amayor que 1) la parabola es muy estrecha.

* El coeficiente b o término lineal indica el desplazamiento de la parabola a la de-
recha si b es negativo y a la izquierda si b es positivo.

« La parabola corta al eje Y en el punto (0, ¢).

+ Sia >0, (a positiva), la grafica es la de una parabola que abre hacia arriba, es
decir, empieza arriba del eje X y termina arriba de él en un desplazamiento hori-
zontal de izquierda a derecha (figura 3.6).

+ Sia<0, (anegativa), la grafica es |la de una parabola que abre hacia abajo, es
decir, empieza abajo del eje X y termina abajo de él en un desplazamiento hori-
zontal de izquierda a derecha (figura 3.7).

Figura 3.6.a> 0. Figura 3.7.a <0.

De modo que el rango de la funcion cuadratica depende del coeficiente principal:
Para determinar los ceros de la funcion cuadratica es necesario resolver la ecua-
cion:

fix)=ax*+ax+a,

Esta ecuacién puede resolverse usando la formula general:

_ —b++b*-4ac

2a

X

La expresion dentro de la raiz cuadrada: b*— 4ac se denomina discriminante de la
ecuacion porque su valor determina si las raices son reales o complejas.

+ Sib’-4ac <0, las raices son complejas y significa que la grafica no corta al eje
X, por lo que en este caso concluimos que la funcién cuadratica no tiene ceros
(intersecciones con el eje X) como se muestra en las figuras 3.8 y 3.9.

+ Si b?- 4ac =0, hay una raiz real y significa que la grafica corta al eje X en un
unico punto, el vértice de la parabola; por lo tanto, la funcidén sélo tiene un cero
en x = —b/2a, o bien, en el vértice (-b/2a, 0) de acuerdo con la figura 3.10.
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Si b? - 4ac > 0, las dos raices son reales y significa que la grafica corta al eje X
en dos puntos (figura 3.11), esto es, la funcién cuadratica tiene dos ceros (inter-
secciones con el gje X) en:

X , donde d = b*-4ac, que representa al punto (x,, 0)

_b-Vd
~ 2a

o _—b+id
a

% , donde d = b*-4ac, que representa al punto (x,, 0)

Figura 3.9.

Figura 3.10. Figura 3.11.

Para determinar el vértice en este ultimo caso, se debe considerar que la parabola
es una grafica simétrica, es decir, la altura de un punto a r unidades a la izquierda
del vértice es la misma para el punto a r unidades a la derecha del vértice.

Entonces, considerando las intersecciones con el eje X, podemos afirmar que la
coordenada x del vértice es el punto medio del segmento que une las intersecciones
con el eje X, es decir:
_XtX
2
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Por lo tanto:

—b—JE+—b+v’E —b—;ﬂ+(—b+ﬁ)

X, = 2a 28 .. 2a _~b-b__2b
2 2 4a 4a
1
b
T

v —a(—i 2+,'EJ b, +c=a i —Eﬂ:—ﬁ—iﬂ:
Y 2a 2a 4a’ | 2a 43’ 2a

ab>-2ab®+4a’c 4a’c-ab® A (4ac—b’) b’ -4ac

Yv = 4a? 4a° 4a? 4a

Yy =—4i, donde d = b*-4ac, que es el discriminante de la ecuacion cuadratica.
a

Finalmente, el vértice esta determinado por el punto:

V(—i —iJ, donde d = b*-4ac
4a

2a’

* El rango de la funcién cuadratica, como se explicod antes, depende del valor del
coeficiente principal de la siguiente manera:

Si a <0, la parabola abre hacia abajo, de modo que el vértice es el punto maximo
de la grafica. Entonces:

Rangof = [—oo, —%} , donde d = b*-4ac
a

Si a > 0, la parabola abre hacia arriba, de modo que el vértice es el punto minimo
de la grafica. Entonces:

Rangof = [—4&, oo) ,donde d = b>-4ac
a
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En general, el comportamiento de una funcién polinomial puede entenderse me-
diante el analisis de sus parametros, en especial de su coeficiente principal a_y de

su término independiente a,

Los siguientes ejemplos muestran la utilidad de este analisis de la funcién cuadra-

tica.

2

Ejemplo 1: Explica el comportamiento de la funcién f(x) = %— 2 y traza la gréfica.

Solucion:

En esta funcion:
a=1, b=0, c=-2
8

La grafica pasa por el eje Y en el punto (0, -2). Dado que a > 0, la grafica empieza por
arriba del eje X y termina por amiba del gje X.

d=»b’—-4ac
1 8
d=(0)-4|=|(-2)=0-|-2 |=1
(0 -4(3)-2-0-(-5)
Intersecciones con el eje X:

éx2—2=0, %x2=2, X° =16, x=+/16, x=1+4

La grafica corta al eje X en (-4, 0) y (4, 0). V(0, —-4) (punto minimo)
v=_£=_ 0 _o Domf =R
i
2 2) Rangof =[-2, »)
1
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grafica.

Ejemplo 2: Explica el comportamiento de la funcion f(x)=-2x*+8x-2 y traza la

Solucion:

En esta funcién:

a =—2, b= 8, c=-2
La grafica pasa por el eje Y en el punto (0, -2)

Dado que a < 0, la grafica empieza por abajo del eje X y termina por abajo del eje X.
d=»b’—-4ac
d=(8)"-4(-2)(-2)=64-16=48

Intersecciones con el eje X:

(o —8EV48 _-8+V16V3 _-8+443

2(-2) 4 4
—4(25+/3 ;
_ ( + )=2iJ§ ’ 7
~4 [N
4 ;I’ \
La gréfica corta al eje X en (2—~J§, G) y (2+ J3, O) """""""""" ;f """"""" 1‘;H """""""""""""""
L. b__ 8 8 TTTY ;
Y 2a 2(-2) 4 AN INERNE:
_d__ 48 _ 48_ - |-
W“="1a 4(-2) -8 f L
.;} III
V(2, 6) (punto minimo) . L i Ihl
Domf =R  Rangof =(—x, 6] l'l l|I

Ejemplo 3: Analiza la funcién f(x)= 3x” +30x + 76 y traza su gréfica.
Solucién:

En esta funcion:

a=3, b=30,

c=76
La grafica pasa por el eje Y en el punto (0, 76)
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Dado que a > 0, la grafica empieza por abajo del eje X y termina por abajo del eje X.
d=b*—-4ac
d= {31.’.‘.')2 —4(3)(76)=900-912=-12

Dado que d < 0, la gréfica no tiene Vi df LBl
intersecciones con el eje X: \ P /I

]i\

b __30 30 itttk
2a 2(3) 6 ."m"_"m\mﬁij“m_m_m"m_”_m"m“m“m”
d__-12_12__ \ b 2

WeT4TTee) 12 v

-

V(-5, 1) (punto minimo)
Domf =R Rangof =[1,x)

|
k2

Ejemplo 4: Una parabola tiene como vértice el punto (-3, 1) y pasa por el punto
(1, -9). Encuentra la funcion cuadratica de esta parabola y traza su grafica.

Solucion:

Podemos ver que la parabola tiene como punto maximo al vértice a < 0, de modo que:

f(x)=ax*+bx+c
El punto (1, =9) debe cumplir la funcién porque es punto de la parabola:

-9=a(1)* +b(1)+c
a+b+c=-9
c=-a-b-9

El vértice (3, — 1) también es punto de la parabola, por lo que:

~1=a(3)" +b(3)+c

9a+3b+c=-1

c=-9a-3b-1
Igualando ambas expresiones:

-a-b-9=-83-3b-1

9a-a+3b-b=9-1
8a+2b=28

Continua...
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2(4a+b)=8
4a+b=4

Ademas, para el vértice tenemos que:
b
“"T2a
b

3=——, ba=-b, b=-6a *y o
2a

Por fo tanto:
4a—6a=4 Fevsesivand] ;
4 shesboegecioae _____________________________________

—-2a=4, a=—, a=-2 ,
-2 2

De donde: ¥ 3 0 7 !

b=-6(-2) BV
b=12 20| /\\

c=-a-b-9 / \

c=—(-2)-12-9 0 0 1
c=2-21 Lo / \
c=—19 s \

I

Finalmente, f(x)=-2x*+12x-19 T \

Ejemplo 5: Un tunel de una carretera tiene forma de arco parabdlico. Su altura es
de 8 metros y su anchura, a nivel de suelo, es de 4 metros. ;Qué altura maxima
debe tener un camidn de 2.5 metros de ancho para poder pasar por el tunel? Si la
mayoria de los camiones de carga que circulan en las carreteras de México tienen,
por norma oficial, 2.5 metros de ancho por 4 metros de altura, ¢es adecuado el di-
sefio del tinel para una carretera mexicana?

Solucion:

La funcién para el tunel es:

f(x)=ax’+bx+c

a(0)" +b(0)+c=8
c=8
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Ademas, el punto (2,0) también pertenece a la parabola, por lo que:

0=a(2)" +b(2)+8
4a+2b+8=0
2(2a+b+4)=0
2a+b+4=0

Sustituyendo las coordenadas del vértice, tenemos:

b
X, =——
2a 2a+0+4=0
0-_" 2a+4=0
2a 2a=-4
0(2a)=-b a4
-b=0
b=0 a=-2
La funcion del tinel es:
f(x)=-2x*+8

Ahora calculemos la altura del camién que pueda pasar por el tunel:
h=f(1.25)= —2{1.25)2 +8=4.875
h=4.875m

Dado que la altura de los camiones es de 4 m, menor a 4.875 m, el disefio del tanel es
adecuado.

.Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones: Lee detenidamente las indicaciones de los siguientes ejercicios,
realiza las actividades que se te piden, anota las respuestas en orden y con limpieza
en tu cuaderno. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes
con tus companeros. Escucha con respeto las aportaciones de los demas para

mejorar tu trabajo.
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1. Analizar y graficar las funciones:

a) y=-05x"-3x+1
b) y=2x*+4x+3

2 5 9
C) y=—x"+2x——
)y 3 4

2. Explica el comportamiento de la siguiente funcion y traza la grafica:

23 9

3. Encuentra la funcién de la parabola con interseccién con el eje Y en el punto
(0, —-4), que pasa por los puntos (-2, 6) y (1, —12).

4. Determina el area maxima del terreno rectangular que se puede cercar con 60
metros de reja.

5. Se lanza verticalmente una piedra con una velocidad inicial de 60 m/s. La altura
gue alcanza la piedra en f segundos esta dada por la funcion:

h(t) =60t -4.9¢*

¢ Cuanto tiempo le tomara a la piedra alcanzar la altura maxima? ;Cual es esa
altura?

6. Los costos de produccién de x unidades de un producto estan dados por la fun-
cion:
¢(x)=3x*-535x+1030 pesos
Si el precio por unidad es de 347 pesos, jcual es la funcién para la utilidad si se

venden todas las unidades producidas? ; Con cuantas unidades se obtiene la maxi-
ma utilidad?

A Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

- Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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1W-Actividad de aprendizaje 4

El reto consiste en buscar y encontrar las condiciones mas favorables para que
Francisco elija el plan de salario mas lucrativo para él. Para lograr esta meta, te
sugerimos contestar las siguientes preguntas: ; Qué plan le conviene elegir? ; Bajo
qué circunstancias es mejor el plan C que los otros dos? ;Es el plan B mejor que
los otros dos? ¢ En qué circunstancias? ; De qué depende que una opcidon sea mejor
que otra?

El proyecto se circunscribe al caso en que Francisco vendera unicamente teléfonos
celulares de 1000 pesos cada uno. Sabemos que en la realidad, un vendedor ofrece
una linea de varios productos; sin embargo, con la intencidn de simplificar el proceso
es necesario delimitarlo de esta manera.

Es importante que se empleen ecuaciones y sistemas de ecuaciones en la basqueda
de la mejor alternativa para Francisco.

Delimitando el reto: eleccion de la mejor alternativa

;. Cual es el problema de contexto que se desea resolver?

LEn qué situaciones de tu comunidad puede ser util este conocimiento?

¢ Queé beneficios tiene para tu comunidad la resolucion de dicho problema?
i Es importante para tu vida este conocimiento? ;Por qué?

Planeacion de actividades

Organizados en equipos, de acuerdo con las indicaciones del docente facilitador,
realicen el proyecto. Es muy importante que en los equipos se deleguen responsabi-
lidades entre los integrantes, que elaboren un plan de trabajo y un cédigo ético que
deberan cumplir con responsabilidad y respeto por el trabajo de sus compafieros,
de modo que logren realizar cabalmente las siguientes actividades:

1. Elijan el material necesario para el trabajo, por ejemplo: cartulina, plumones,
juego geomeétrico, software de computadora, calculadora, etcétera. Asimismo,
decidan la escala adecuada para representar los datos y las ecuaciones, asi
como el uso de colores o materiales para distinguir los diferentes planes.

2. En un mismo plano cartesiano dibujen los puntos correspondientes al salario de
Francisco cuando vende 1, 2, 3,..., 15 unidades al mes, para cada una de las
opciones disponibles.
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3. Con base en la grafica obtenida, discutan acerca del mejor plan de pago para
Francisco, justificando, por escrito, sus argumentos y las condiciones para vali-
darlas.

4. Elaboren las ecuaciones de cada plan y grafiquenlas en un nuevo plano carte-
siano. Es necesario que los procedimientos completos empleados para obtener-
las sean escritos en un documento donde, ademas, se incluiran los elementos
del lugar geométrico considerados, por ejemplo, pendientes, intersecciones, et-
cétera.

5. Transformen las ecuaciones obtenidas para presentarlas en todas las formas
estudiadas en esta unidad. Los procedimientos realizados deberan agregarse al
documento de la actividad anterior.

6. Para encontrar la respuesta al problema de Francisco, es util la determinacién
de los puntos de interseccion entre las graficas de cada plan de sueldo que de-
ben calcularse mediante el uso de sistemas de ecuaciones y anoten sus conclu-
siones.

7. Redacten una conclusion acerca de su trabajo y formulen una respuesta al pro-
blema, de modo que Francisco pueda elegir el mejor plan de sueldo.

8. Todos los integrantes del equipo deberan coevaluar a sus compafieros mediante
argumentos que justifiquen una nota final.

9. Deben entregar al docente facilitador el portafolio de evidencias, que contiene
todos los productos de las actividades anteriores.

10.En la fecha asignada por el docente facilitador, todos los equipos presentaran
sus conclusiones y resultados en plenaria. Al final, el docente facilitador retroali-
mentara al grupo y realizara la evaluacién del periodo.

Reflexiona: ; Qué informacion tedrica necesitas para afrontar este reto?

Para verificar los logros obtenidos en esfa actividad y realizar tu autoevaluacion
u consulta el apéndice al final del libro.

f—

e Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Cierre del blogue 11

Reflexiona sobre lo aprendido

Cabe sefnalar que cada modelacion de problemas con variables presentes en este
bloque, tiene una forma diferente de llegar a su solucion; por ello se recomienda:

* Leer con cuidado el problema y entenderlo.

* Dibujar una diagrama si es pertinente.

* Determinar las cantidades desconocidas y conocidas.

* Emplear variables para representar cantidades desconocidas.

Como recordaras, al inicio del bloque se propuso la elaboracién de un proyecto que
consistia en obtener los modelos lineales de situaciones comunes de una solicitud
de empleo y las opciones de salario. El proyecto debera cumplir con las especifica-
ciones que se piden de entrega.

Ha llegado la hora de entregar tu carpeta con los respectivos trabajos y hojas de
operaciones, el profesor les pedira que realicen algunos calculos con base en sus
modelos lineales.

Autoevaluacion

Instrucciones: Lee los siguientes ejercicios para encontrar las soluciones, realiza
las anotaciones necesarias en tu cuaderno con orden y limpieza. Registra y
reflexiona tus respuestas para que después las comentes con tus compafieros de

clase, escucha y respeta las aportaciones de los demas para mejorar tu trabajo.

Resuelve los siguientes problemas:

1. Traza la gréfica de la funcién f(x)=-2x-3

2. Una casa que se compro hace 5 afios cuesta 700 000 pesos. Si dentro de 3 afios
su precio sera de 1 millén de pesos, ;cual es el modelo de variacion del precio
de esa casa en el tiempo? ;Cuanto costd hace 5 afios?

3. Una recta tiene los puntos (2, 9) y (7, 24). Encuentra la funcién de la recta vy,

usando esta funcion, calcula la altura del punto cuya abscisa es 10.

4. Un submarino sumergido a 10 metros soporta una presién de 98 pascales. Si el
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submarino se sumerge 6 metros, la presién soportada es de 157 pascales. ;Cual
es el modelo de variacion lineal de la presion con respecto a la profundidad
del submarino? Usando el modelo obtenido, calcula la presion a 200 metros de
profundidad.

5. Un automovil recorrid 45 kildmetros con 5 litros de gasolina y 80 kilémetros con
9 litros. Determina el modelo lineal del rendimiento del automaévil. ; Qué distancia
recorre el automovil con 20 litros de gasclina?

2
6. Explica el comportamiento de la funcién f(x)= x?— gx +% y traza la grafica.

7. Encuentra la funcién de la parabola con interseccién con el eje Y en el punto
(0, -4), que pasa por los puntos (-2, -2) y (1, =12).

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el apéndice al final del libro.

i Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en fu portafolio de evidencias.

Si de la actividad anterior obtuviste 6 a 7 aciertos considera tu resultado como ex-
celente, de 4 a 5 aciertos como bien, 3 aciertos regular y si tus respuestas correctas
fueron menos de 3 considera tu desempefio como no suficiente, lo que exige que
refuerces tus conocimientos previos.

Excelente

:iComo evaluas el nivel de tus conocimientos previos en Bien

funcion de las respuestas correctas que tuviste? Regular

No suficiente
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Bloque IV

Utilizas funciones polinomiales

de grado tres y cuatro




Introduccion

En el boque anterior estudiamos las caracteristicas de las funciones polinomiales de
grado cero, uno y dos. Ademas analizamos algunas de las aplicaciones de dichas
funciones en la representacion de situaciones reales, con el propésito de transfor-
marlas e incluso resolverlas.

En el presente bloque ampliaremos el estudio de las funciones polinomiales, anali-
zando las caracteristicas, parametros, comportamiento grafico y aplicaciones de las
que corresponden a grado tres y cuatro.

Ademas, se presenta una estrategia aplicable a funciones polinomiales factoriza-
bles, que puede emplearse para bosquejar la grafica de dichas funciones.

Como observaras a lo largo de este blogue, la factorizacién es una de las herra-
mientas mas faciles de utilizar en el estudio de las funciones polinomiales de cual-
quier grado, incluso aplicaremos las técnicas descritas en el presente bloque en
aquellos polinomios analizados en el bloque anterior.

Si bien se pretende que apliques polinomios de grados tres y cuatro en la solucion
de problemas reales, observaras que las aplicaciones tienen que ver con elementos
especificos y avanzados; sin embargo, se muestra alguna aplicacion para el cono-
cimiento general.
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Utilizas funciones polinomiales de grado tres y cuatro

:Qué aprenderas y como organizaras tu

estudio?

Contenidos curriculares que se abordan

Modelo matematico de las funciones

polinomiales de grado tres y cuatro.

* Propiedades geométricas de la funcion
polinomial de grado tres.

+ Propiedades geoméitricas de la funcién

polinomial de grado cuatro.

2. Métodos de solucion de las ecuaciones
factorizables asociadas a una funcion
polinomial de grado tres y cuatro.

3. Comportamiento de la gréfica de una funcién

polinomial en funcién de los valores que toman

sus parametros.

Evaluacion del aprendizaje

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias

+  Actividad de aprendizaje 1. Funciones
polinomiales de grado tres y cuatro.

« Actividad de aprendizaje 2. Ecuaciones
asociadas a funciones polinomiales de grado
tres y cuatro.

*  Actividad de aprendizaje 3. Comportamiento
de la gréafica de una funcién polinomial de
grado tres y cuatro.

»  Autoevaluacion.

Bloque IV

Competencias disciplinares que se
desarrollan

Construye e interpreta modelos matematicos
mediante la aplicacion de procedimientos arit-
meéticos, algebraicos, geométricos, y variacio-
nales para la comprension y analisis de situa-
ciones reales, hipotéticas o formales.

Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales.
Analiza las relaciones entre dos o mas varia-
bles de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

Elige un enfoque determinista o uno aleatorio
para el estudio de un proceso o fenomeno y ar-
gumenta su pertinencia.
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Para iniciar, reflexiona

En el negocio de la familia Pérez, se necesitan cajas sin tapa para transportar sus
productos confeccionados. Se cuenta con cartones rectangulares de 50 x 60 cm,
;cual puede ser el maximo volumen de las cajas que necesita |la familia Pérez?

Figura 4.1.

Inicio de la secuencia:

1.

Realiza un dibujo que represente el cartén rectangular y escribe las dimensiones
en cada lado.

Realiza un dibujo indicando los cuadrados de area x°, que deberan ser recor-
tados en cada esquina del carton y escribe las dimensiones de cada elemento
después de recortar los cuadrados.

Realiza el dibujo de la caja e indica las dimensiones de cada uno de sus elemen-
tos.

. Escribe |la féormula para calcular el volumen de la caja formada en funcién de la

longitud del lado x de cada cuadrado cortado en cada una de las esquinas.

¢ Cuantas variables hay en este problema?

¢lIndica cuales son y cual de ellas depende de la otra?

Escribe la formula del volumen de la caja como una funcién polinomial.

De acuerdo con las condiciones del problema indica el intervalo de valores que
puede tomar la longitud x del lado de cada uno de los cuadrados recortados al

carton.

Completa la siguiente tabla, calculando los volumenes correspondientes para
los valores de x sefialados.
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X lado del cuadrado  V(x) volumen

10
11
13
15
18
i 195 |
20 |

10.Completa la siguiente tabla, calculando los volumenes correspondientes para
los valores de x sefialados.

000
ERH
4000

3000

10

11. Une los puntos graficados con una linea suave.

12.Para qué valor de x, el volumen de la caja sera 5000 cm?.
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& i
* Aprende mas

Modelo matematico de las funciones polinomiales
de grado tres y cuatro

En primera instancia, una funcion polinomial debe su grado al que corresponde al
polinomio incluido en su regla de correspondencia. Los polinomios a estudiar en la
presente seccidon son aquellos que contienen expresiones de grado tres como:

f(x)=ax’+bx*+cx+d cona,b,c,deR ya#0

Y los que corresponden al grado cuatro:

f(x):ax3+bx2+cx+d cona,b,c,deR ya#0

Cabe sefialar que si alguno de los coeficientes del polinomio es igual a cero, se
considera un polinomio incompleto; sin embargo, se mantienen las mismas propie-
dades y los elementos que los correspondientes a un polinomio completo. Enuncie-
mos las propiedades fundamentales de las funciones polinomiales.

* El dominio de las funciones polinomiales es todo el conjunto de los nimeros
reales.

+ Las funciones polinomiales son continuas, es decir, sus graficas no presentan
interrupciones.

d . |=I A partir de las propiedades anterio-
oL N res podemos intuir algin compor-
Lo Ll tamiento inicial de la grafica de las
4! i .‘Il Rt funciones de este tipo (figuras 4.2 y
i ' 4.3); para ello, debera realizarse la
| tabulacion en todas las graficas.

|

= Comeo indican las propiedades, se
puede observar que las graficas
no tienen interrupciones y las fun-
ciones tienen como dominio todo el
conjunto de nimeros reales.

f |
e
ol

Figura 4.2, flx) = 21 Figura 4.3. f{x) = xt-x?
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Propiedades geomeétricas de la funcion polinomial de grado tres

Su expresion general es:

f(x}:ax3 +bx*+cx+d,donde a#0

Como todas las funciones polinomiales, tiene como dominio el conjunto de los nu-
meros reales: Domf =R

Como funcion de grado impar, su rango son todos los numeros reales: Rangof =R

Interseccion con el eje Y: (0, d)

Sia> 0, lafuncién va debajo del eje X, lo cruza y continta arriba del eje X.
Sia <0, la funcién empieza arriba del eje X y termina abajo del gje X.

El numero maximo de intersecciones con el eje X (ceros de la funcion) es 3.
Por tabulacion obtenemos la grafica.

Revisemos algunos ejemplos.

Ejemplo 1: Describe el comportamiento y bosqueja la grafica de la funcion:
f(x)= —1)(3 +2x% —Ex—1
3 2

Solucioén:

Domf =R, Rangof =R |

Interseccion con el gje Y: (0, -1) i

Dado que a= —% <0, la grafica empieza F L
encima del eje X y termina debajo de éste.

La grafica puede tener maximo 3 ceros.
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Ejemplo 2: Describe el comportamiento y bosqueja la grafica de la funcion:

f(x)=x3—4x2+5x—2

Solucion:

Domf =R, Rangof =R | e

Interseccion con el eje Y: (0, =2)

Dado que a = 1> 0, la grafica empieza 2 /

abajo del eje X y termina arriba de éste.

La grafica puede tener maximo 3 ceros. 2

Propiedades geometricas de la funcion polinomial de grado cuatro

Sean f(x) = x* y f(x) = —=x*, funciones cuyas graficas se visualizan a continuacién:

Jhy.

Figura 4.7.
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A partir de estas graficas podemos generalizar, para funciones polinomiales de gra-
do cuatro, lo siguiente:

1. La grafica se extiende hacia el mismo lado respecto del eje X, en forma de pa-
rabolas.

a) Si el coeficiente principal es positivo (a_ > 0), los valores de fvan desde infinito,
es decir, la grafica estara arriba del eje X vy, una vez que haya tenido su mayor
cercania al eje X, continuara arriba de él, considerando un desplazamiento hori-
zontal hacia la derecha (figura 4.6).

b) Si el coeficiente principal es negativo (a_< 0), la grafica va por abajo del eje Xy
continla hacia —==, después de haber tenido su mayor cercania con el eje X aba-
jo del eje X, considerando un desplazamiento horizontal hacia la derecha (figura
4.7).

2. El rango de las funciones polinomiales de grado cuatro depende del coeficiente
principal.

a) Sia_ >0, el rango incluira todos los valores de y desde un minimo hacia el infini-
to, es decir, Rangof =

min? m)

b) Sia_ >0, el rango incluira todos los valores de y desde -« hasta un maximo, es
decir, Rangof =

min? 00)'

3. La Unica interseccién con el eje Y es el punto (0, a).

Iw-Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones (1): Analiza las siguientes funciones y bosqueja su grafica.
a) f(x)=x"+1
b) f(x)=x*-3x

c) f(x)=3+4x-3x>-6x°
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Instrucciones (2): Responde a lo siguiente marcando con una X en el paréntesis
que corresponda y completando la parte faltante.

I. Lagraficade f(x)=-x"+3x>+1:

a) Comienza ( )Arriba( )Debajo del eje X, en un desplazamiento horizontal de
izquierda a derecha.

b) Termina( )Arriba( ) Debajo del eje X, en un desplazamiento horizontal de
izquierda a derecha.

c) CortaalejeY en

3
Il. Lagraficade f(x)=x""+=:
g ( } 5

a) Comienza ( )Arriba( )Debajo del eje X, en un desplazamiento horizontal de
izquierda a derecha.

b) Termina( )Arriba( ) Debajo del eje X, en un desplazamiento horizontal de
izquierda a derecha.

L3

Corta al eje Y en

.\ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta la seccion de Retroalimentacion al final del libro.

Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

p—
pr——

= '
© Aprende mas

Métodos de solucion de las ecuaciones
factorizables asociadas a una funcion polinomial
de grado tres y cuatro

En muchas de las funciones polinomiales que hemos analizado puedes notar que
su grafica intersecta al eje X, en algunas no. Contar con las intersecciones de las
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funciones polinomiales con el eje X es de gran ayuda si esta informacion se agrega
a las técnicas que has aprendido hasta este punto.

Para mostrar hacia dénde vamos, analiza lo siguiente. Se tiene la funcién polino-
mial:
f(x)=x*—-4x

Para la cual deseamos responder la siguiente cuestién: ;a qué valor o valores de
la variable x les corresponde una imagen igual a cero? Para responder, debemos
considerar que si se requiere que la imagen de x sea igual a cero, tendremos que:

f(x)=0 de donde se tiene la ecuacién x° —4x=0

Como recordaras, en tus cursos basicos de algebra aprendiste que la ecuacién pue-
de resolverse empleando la factorizacion que se describe a continuacién:

x*-4x=0

La ecuacion dada se puede factorizar por factor comun. Al factorizar el binomio en
el paréntesis se tiene:

x(x2-4)=0
x(x+2)(x-2)=0

A partir de la ultima expresion resultante podemos establecer que el producto sera
igual a cero, cuando al menos uno de los factores lo sea, es decir:

x=0
x+2=0
x-2=0

Asi, los valores de x a los que corresponde una imagen igual a cero son:

De las parejas resultantes del proceso anterior, obtenemos que dichos puntos se
ubican en el eje X; luego, las intersecciones de la grafica con el eje X son los puntos
(0, 0), (2, 0), (-2, 0).

Con las intersecciones con el eje x determinadas y los elementos que hemos visto,

se puede bosquejar la grafica de la funcion como se muestra en la figura 4.8 en la
pagina siguiente.
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Figura 4.8. Grifica de la funcién fix) = x*—4x

Ejemplo 1: Despeja la variable y y exprésala como f(x). Analiza y bosqueja la gra-
fica de la funcion:

i.’ry =6x+9
x -1

Solucion:

3y =(6x+9)(x* -1)
3y=6x"+9x*-6x-9
_6x"+9x* -6x-9
3
y=2x"+3x*-2x-3
f(x)=2x"+3x"-2x-3

Es una funcién cubica, por lo que:
Domf =1 Rangof =R

Interseccion con el gje X: (0, -3)
Para hallar las intersecciones con el gje X:

(6x+9)(x* -1)
3
(2x+3)(x*-1)=0

(2x+3)(x+1)(x-1)=0

=0
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De donde:
2x+3=0 X+1=0 X-1=0
2X=—3 =—1 }.’:T
3
x,=——2— X, =—1 X, =1

Las intersecciones con el eje X son: (—g 0), (-1,0) y (1,0

Dado que a = 2> 0, la grafica comienza debajo del eje X y termina arriba del eje X.

La grafica es:

Ejemplo 2: Determina las intersecciones con el eje X y bosqueja la grafica de la

funcion:
f(x)=x>+1
Solucidn:
Procedemos a determinar los valores de x que tienen al cero como imagen, esto es:

x +1=0

Al ser el binomio de una suma de cubos se tiene:

(x+1)(x* —x+1)=0

Continua...
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La expresion anterior permite observar que uno de los valores a determinar es x = —1.
Sin embargo, los valores de x en la segunda expresion requieren de ofra técnica para
obtenerse. En este caso, si aplicamos la férmula general para resolver ecuaciones de
segundo grado, obtenemos:

{2
(x2 —x+1}=0, g ot 23_430 ,yaquea=1,b=-1 c¢=1, sustituyendo:

I (1) -4(N)(1) _+1:T-4 _+1+4=3

2(1) 2 2

La expresién anterior muestra claramente que la S I THEY VLE o LY DR S P
ecuacion no tiene mas soluciones en el campo - /

de los numeros reales y, en consecuencia, la /

gréfica no tendré més intersecciones con el eje x : 1
que cuando x = -1. Por lo que en la grafica sélo ‘177
se puede visualizar uno de los ceros (-1, 0) y la 5 i
interseccion con el gje Y (0, 1). T e e L P

Es importante reconocer que la ecuacion inicial
de grado tres tiene tres soluciones; en este caso | il
una solucién real y dos complejas. .

Ejemplo 3: Traza el bosquejo de la funcién f(x)= x* + x* +1.

Solucidn:
'i E 3 }"
Al determinar los valores de x que tienen al cero {8
como imagen: \ TR DO S S SO
i d {
x*+x2+1=0 . '\ f
Se observa que la ecuacion anterior no tiene H‘-\? /
soluciones reales, es decir, tendra cuatro solu- : N % ;
ciones complejas. Empleando sus coeficientes y P . j "',
grado tenemos: 4 1 2 D = 4
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Una de las técnicas utilizadas para factorizar polinomios de tercer grado es encon-
trando y combinando los factores del coeficiente de x de mayor grado y los factores
del término independiente, ya que las raices del polinomio siempre dan como pro-
ducto a esos dos numeros, a este proceso se le llama raices racionales.

A continuacion se explica el procedimiento para encontrar las raices de un polino-
mio. Se toma como ejemplo el siguiente:

f(x)=6x3—-7x2—14x+ 15

ase

Denominador Numerador

¢ Qué relacion observas entre el 6 y el 157 El nimero 6 y el 15 estan relacionados
con el producto de sus factores:

(2)(1)(3) =8
(3)(1)(5) =15

Las raices de este polinomio se formaran combinando los factores de estos nime-
ros. Las raices racionales que se formaran solo pueden ser algunas de las que se
construyan con estos numeros:

a_.1,3,5,18
b 1,2,3,6

Por ejemplo, si consideramos que el denominador es 1, cada uno de estos nimeros
es una posible raiz del polinomio:

De la misma manera, si consideramos al 2 como denominador, éstas seran las po-
sibles raices:

+15

2

4
M| =
[+
M| W
4

M| o

Evaluando cada uno de los valores en la funcién original, los valores que obtuvieron
una imagen igual a cero son:

% —E, E,esdecir, it x=_—3; x=§
2. 3 2 3

uatro
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La ecuacion 6x° —7x> —14x +15 =0 factorizada es:

(x=1)(2x+3)(3x-5)=0

Ejemplo 1: Encuentra las posibles combinaciones de raices racionales de:

f(x)=6x*-13x* -16x* +53x-30

Solucion:

Las posibles combinaciones de raices racionales, si es que existen, estaran en los si-
guientes numeros:

a_,30_ 12356 10,15, 30
b 6 1,2 3, 6

contrar la imagen cero es la division sintética. Si
se toma la combinacién 5/3 y realizamos la division
sintética, se obtiene una imagen cero o residuo

Uno de los procesos mas faciles para evaluar y en- @

cero, afirmando que es una raiz racional de: 6 -13 =16 53 -30
10 -5 =35 30
f(x)=6x*-13x" -16x* +53x- 30 6 -3 -21 18 0
La ventaja de la division sintética esta en que pro-
porciona polinomios de grado inferior para sequir
probando raices:
Al combinar una vez mas los factores y tomando al £ =~ = @
uno para realizar la division sintética, observamos 2 1 -6
que tambien es una raiz. 2 -1 6 0

Cuando se flega a una funcién cuadrética, se puede proceder de la misma manera para
calcular las raices restantes o mediante la formula general:

- —b++/b® —4ac

2a

X

O incluso una factonizacién de la ecuacion cuadratica por alguno de los metodos apren-
didos en los cursos de algebra. Las raices o factores del polinomio son:

x=1 Xx=— x=-2 X=—
3 2
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Por lo tanto, el polinomio factorizado es igual a:
(x=1)(3x-5)(2x-3)(x+ 2)

La determinacion de las raices de un polinomio permite factorizarlo. Asi como hacer un
esbozo de su grafico.

Podemos afirmar que estas técnicas nos permiten tener un acercamiento al grafico,
quiza muy cercano a la grafica final. Mas adelante aprenderas estrategias para de-
terminar con precision la grafica de una funcion polinomial.

Iw.Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones (1): Bosqueja las graficas de las siguientes funciones polinomiales.
a) f(x)=3x(x-1)(x-3)

b) g(x)=x>-1

c) y=x*-3x"-4

d) f(x)=—x*+3

e) g(x)=-x*-27
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Instrucciones (2): Se construye una caja de cartén abierta a partir de una pieza con
dimensiones 40 cm por 20 cm. Para ello se cortan cuadrados de cierta longitud en
cada esquina. Modela el volumen de la caja a través de una funcién y responde las
siguientes preguntas:

¢ Qué tipo de funcion es?

¢ Cual es su dominio?

¢ Es una funcion continua?

Bosqueja la grafica que le corresponde.

PR e

- Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta la seccion de Retroalimentacion al final del libro.

e
| Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

& i
* Aprende mas

Comportamiento de la grafica de una funcion
polinomial en funcion de los valores que toman

sus parametros

En general, los polinomios contienen “n” términos y, en consecuencia, mismo nume-
ro de coeficientes (incluso éstos pueden valer cero). A partir de dichos coeficientes
se puede describir el comportamiento de la grafica de la funcion y bosquejaria.

La forma general de una funcién polinomial es:

n n-1 2
f(x)=a,x"+a, x""+...+a,x’ +a,x+a,

En esta expresién es un numero entero no negativo, que se denomina grado de la
funcion polinomial.

* Los valores numeéricos reales a,, a,_,,..., a,, a,, 8, se denominan coeficientes del
polinomio.
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+ El coeficiente a,, un nimero real diferente de cero (a, # 0) que actua como
coeficiente del término de mayor grado, se denomina coeficiente principal de la
funcién.

+ El coeficiente a, se denomina coeficiente constante.

» De este modo, a,x" es el término principal de la funcién y el término g, es el
término constante o término independiente de ésta.

Por ejemplo, en la funcién polinomial:

f(x)=3x*+2x"-x*+2x-3

Grado — 4
Término principal — 3x*
Coeficiente principal — 3
Coeficiente constante — 3

Debes tener en cuenta que en un polinomio de grado n el Unico coeficiente que
debe ser distinto de cero es el coeficiente principal. ;Cual es la razén? Cualquiera
de los demas coeficientes del polinomio puede ser igual a cero (caso del polinomio
incompleto).

Iw.Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones (1): Completa la siguiente tabla a partir de |la funcién polinomial que
se presenta.

: ; Término Coeficiente Coeficiente
Polinomio Grado Sy e
principal principal constante
fix)=x"-x
flx)=2x*-3x+2
gix)=3x*+x-1
hix)=x* I
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Instrucciones (2): Completa la siguiente tabla a partir de la funcién polinomial que
se presenta.

Término Coeficiente Coeficiente
principal principal constante

Polinomio Grado

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta la seccion de Retroalimentacion al final del libro.

Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

EC
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Cierre del blogue IV

Reflexiona sobre lo aprendido

Una vez estudiada la parte principal de este bloque IV, lo consecuente es que de-
sarrolles las habilidades y actitudes necesarias, para asi evidenciar que estas apre-
hendiendo funciones polinomiales de grado tres y cuatro.

Al final del presente bloque ya cuentas nuevos elementos de aprendizaje para que
poco a poco te apropies de ellos y puedas trabajar y aplicar funciones polinomiales
a situaciones tedricas, pero también a algunas situaciones reales.

Con estos elementos, te invite a que investigues acerca de algun tipo de aplicacion
de funciones polinomiales de grados tres y cuatro y comparte la informacién con tu
docente y grupo.

Cuestidonense acerca de la utilidad de estar desarrollando estos aprendizajes y la
importancia de manejarlos adecuadamente. Al final presenta a tu docente las obser-
vaciones del trabajo realizado para realimentar tu aprendizaje en cuanto a funciones
polinomiales.

Autoevaluacion

Instrucciones: Encuentra las soluciones a los siguientes ejercicios para lo cual de-
bes realizar las anotaciones necesarias en tu cuaderno con orden y limpieza. Regis-
tra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con tus compafieros

de clase escucha y respeta las aportaciones de los demas para mejorar tu trabajo.

1. Despeja la variable y de la ecuacién:

J1.'r(_1,f+2:«'3 -2)
9x-10

:Xy'

Expresa la variable x como funcién de la variable y, analiza la funcién y bosqueja
su grafica.

2. Determina una de las raices del polinomio x* + x* + x .

3. La grafica de una funcién polinomial corta al eje X en los puntos -1, 1 y 2; deter-
mina el polinomio que le corresponde.
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4. Traza la grafica que le corresponde a la funcioén polinomial f(x)= x* +1.

5. Grafica la funcion f(x)=x*+2x> -3x" -1.

"\ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta la seccion de Retroalimentacion al final del libro.

#=__ Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Si de la actividad anterior obtuviste 5 aciertos considera tu resultado como exce-
lente, si fueron 4 aciertos como bien, si tienes 3 aciertos como regular y si tus res-
puestas correctas fueron menos de 3 aciertos considera tu desempefio como no
suficiente, lo que exige que refuerces tus conocimientos previos.

Excelente

;Como evaluas el nivel de tus conocimientos previos en Bien

funcion de las respuestas correctas que tuviste? Regular

No suficiente
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Utilizas funciones factorizables en la resolucion de problemas

Introduccion

Para la construccion de casas, edificios y carreteras es necesario conocer la resis-
tencia de los materiales, para tal motivo es frecuente encontrar tablas y graficas
que apoyan el calculo para ciertos disefios arquitecténicos.

La aplicacion de tablas y graficas nos permite calcular el crecimiento de una po-
blaciéon animal o vegetal en funcion del tiempo, el peso de un bulto en funcién del
diametro del mismo, el consumo de oxigeno en funcién del trabajo realizado, etc.

Las graficas de funciones se hacen presentes siempre que en un experimento o
fendmeno se establezca cierta relacion algebraica o se utilice una formula. Los fe-
némenos pueden ser sociales, tecnolégicos e incluso particularmente especificos.

Auln cuando la teoria de ecuaciones que estudiamos actualmente surge en el siglo
XV, los egipcios, hacia el afio 1890 aC, ya utilizaban ciertas proposiciones que los
inducian a resolver ecuaciones hasta de segundo grado.

En este bloque ampliaremos el conocimiento de la solucidn de ecuaciones polino-
miales factorizables.
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Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias.

Utilizas funciones factorizables en la resolucion de problemas

;Qué aprenderas y como organizaras tu
estudio?

Bloque V

Contenidos curriculares que se abordan

Division sintética.
+ Meétodo de division sintética.
Ceros y raices de la funcion.
Teorema del residuo.

Teorema del factor.

Teorema fundamental del algebra.
Teorema de factorizacion lineal.
Graficas de funciones polinomiales
factorizables.

Competencias disciplinares que se
desarrollan

Construye e interpreta modelos matematicos

mediante la aplicacion de procedimientos arit-

meéticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les para la comprension y analisis de situacio-
nes reales, hipotéticas o formales.

* Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales.

* Analiza las relaciones entre dos o mas varia-

bles de un proceso social o natural para deter-

minar o estimar su comportamiento.

Evaluacion del aprendizaje

Actividad de aprendizaje 1. Ejercicios sobre
division sintética.

Actividad de aprendizaje 2. Uso del teorema
del residuo.

Actividad de aprendizaje 3. Ceros de una
funcion polinomial.

Actividad de aprendizaje 4. Teorema de
factorizacion lineal.

Actividad de aprendizaje 5. Raices de
funciones polinomiales.

Autoevaluacion.
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Para iniciar, reflexiona

Organizados en equipos de cuatro estudiantes, respondan lo siguiente: ;qué sig-
nifica la pendiente? La grafica de la temperatura en el exterior en un cierto periodo
es una recta. ; Que tanto estd cambiando el tiempo si la pendiente de la recta es
positiva? ;Y si es negativa? ;Y si es cero? Escriban su conclusion:

ﬁ“ r
Aprende mas

Division sintética

Las funciones polinomiales factorizables se definen a partir de relaciones aritméti-
cas como la suma, la resta, la multiplicacién, la divisién, la potencia y la raiz.

Por la forma en que se presentan estas relaciones, las funciones algebraicas se
clasifican de la siguiente manera:

[ Constante: f(x) = a,

Lineal: f(x)=a,x+a,
Funciones | pjjinomiales | Cuadratica: f(x)=ax*+ax+a,
algebraicas

Cubica: f(x) = a,x” +a,x* +a,x + &,

De grado mayor: f(x) =a,x"+a, ,x""+...+a,x+a,

En este bloque estudiaremos las funciones polinomiales factorizables. Para lograr
comprender el analisis de la factorizacion de una funcién polinomial, es necesario
recordar la division entre polinomios, ampliando este conocimiento se estudiara la
divisién sintética.



Utilizas funciones factorizables en la resolucion de problemas

Figura 5.1. Teja de una casa. El disefio de estas tejas
estd basado en funciones polinomiales.

La division sintética es un proceso para dividir un polinomio entre otro de grado
menor o igual, pero sin el uso de expresiones literales; es decir, empleamos Unica-

mente los coeficientes numéricos de los términos.

Meétodo de division sintética

El proceso de la division sintética se basa en procedimientos desarrollados por Ru-
fini y Horner. Para realizar este proceso debemos verificar que:

1. Los polinomios dividendo y divisor estén ordenados descendentemente.
2. El grado del dividendo sea mayor o igual al grado del divisor.

Si se desea dividir 11x* —6x* —43x” +9x+8x° —42 entre —3x+2x” —6 por el mé-
todo de divisién sintética, primero se deben ordenar el dividendo y el divisor:

Dividendo: 8x° —6x* —43x> +11x* + 9x — 42; grado(Dividendo)=5

Divisor: 2x* —3x - 6; grado(Divisor) =2

Dado que grado(Dividendo) > grado(Divisor), 5 > 2, la divisién se puede realizar.

El acomodo de los elementos en la division sintética se apegara al esquema de la

Siguientes términos del divisor

figura 5.2.
Dividendo
Area de trabajo
Linea de division Residuo | 1er. término del divisor
Cociente

Linea de cierre

Figura 5.2. Elementos de la divisién sintética.
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Pasos de la division sintética

Paso 1. Se escriben los coeficientes numéricos
del dividendo ordenado descendentemente en
un primer renglon. Si el polinomio esta incom-
pleto, escribe cero en la columna del término
que falte. Dibuja una vertical junto al Ultimo
coeficiente escrito.

Paso 2. Se dejan algunos renglones en blanco
para el “area de trabajo”. La cantidad de renglo-
nes necesarios se puede calcular de la siguien-
te manera:

Renglones de area de trabajo = grado(Dividendo)
= grado(Divisor) + 1

En nuestro ejemplo,

Renglones de area de trabajo=5-2+1=4

Paso 3. Se trazan dos lineas horizontales de-
bajo del area de trabajo y se prolonga la vertical
hasta cruzar estas dos horizontales. El proceso
se muestra en la figura 5.5.

Paso 4. Se escribe el primer coeficiente numé-
rico del divisor en el espacio reservado para
el como se indico en el esquema. En nuestro
ejemplo este coeficiente es 2 (figura 5.6).

Paso 5. Se escriben los siguientes coeficientes
del divisor pero se cambian sus signos. Este
paso es muy importante para evitar errores en el
resultado. Tambien deben escribirse ceros para
los términos que el divisor no tenga.

Paso 6. Se baja el primer coeficiente del divi-
dendo hasta la linea de division.

Paso 7. Se divide entre el primer coeficiente del
divisor y el resultado se coloca debajo del térmi-
no que se bajo.

8§ -6 43 11 9 -42

8 6 -43 1
Renglén 1
Renglon 2
Renglon 3
Renglon 4

9 -42

Siguientes
términos del
divisor
ler.
Linea de division coeficiente
del divisor
Linea de resultados
Figura 5.3. Paso 2y 3.
8 -6 -43 11 9 -42
+2
Figura 5.4. Paso 4.
8 -6 43 11 9 -42
+3 +6
+2
Figura 5.5. Paso 5.
8 6 -43 11 9 -42
+3 +6
8 +2

Figura 5.6. Paso 6.
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8 -6 -43 11 9 -42
Paso 8. Se multiplica este nimero por los si-
guientes coeficientes del divisor y los resultados
se colocan en el area de trabajo en las colum-
nas siguientes del renglén numero dos. 8

+4 +2

+3 +6

Paso 9. Se checa que no se haya escrito al-
gun ndmero en la dltima columna. De ser asi se Figura 5.7. Paso 7.
termina el proceso y se deben determinar los
resultados. En nuestro ejemplo, el dltimo nume-
ro escrito es 24, que atn no esta en la dltima

columna del area de trabajo (que es la columna 8 :1% :‘g 1 9 -42
donde esta el —=42).
Paso 10. Si el proceso continua, entonces se +3 +6
baja la suma de los coeficientes de la siguien-
7 S gici ; 8 +2
te columna a la linea de division y se repite el

proceso del paso 6 al 9, tantas veces como sea +

necesario y hasta llegar a la tltima columna. Figura 5.8. Paso 8.

Paso 11. Cuando hemos escrito un numero de-

bajo de la dltima columna, como en el proceso 8 -6 -43 11 9 -42
proximo anterior, debemos colocar unas lineas +12 +24 -15-30
de cierre junto a la ltima cifra escrita en el Glti- +9 +18
mo renglén -15-30
OREEt P #21+42|+3 +6
8 +6 -10 +14 +2
Paso 12. Como vemos, quedaron dos columnas ¥4 +3 -5 +7
despues de las lineas de cierre. Sumamos estas Figura 5.9. Paso 9 y 10.

columnas y escribimos los resultados en la linea
de division, como se muestra a continuacion.

8§ -6 -43 11 9 -42

Paso 13. Ahora, determinemos el cociente. Solo +12 424 -15-30

vemos los coeficientes del polinomio que repre- +9 +18
senta al cociente. El dltimo es el nimero 7, que -15 =30
es el término de grado cero; antes esta el -5, +21 +421+3  +6

siendo el de grado 1; antes que éste esta el 3,
que es el término de grado 2, asi llegamos al pri- 8_+6 -1{.' +1'E 0_0f+2
mer término que es el término de grado 3. Como 4 +3 -5 ¥
la variable es x, el cociente es: Figura 5.10. Paso 11y 12.

4x3 +3x%2 -5x+7
8 -6 -43 11 9 -42

Paso 14. Ahora calculemos el residuo. Yemos +12 +24 -15-30

gue en la zona del residuo hay dos ceros. Esto +9 +18

significa que el polinomio del residuo es de pri- -15-30

mer grado (un término de grado cero y un tér- +21+421+3 46
mino de primer grado). Pero como ambos son 8 +6 -10 +14] 0 0ol+2
cero, podemos decir que el residuo final es cero. 4 +3 -5 +7

Figura 5.11. Paso 13y 14.
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Paso 15. Ahora solo resta expresar el resultado:

Bx° —6x* —43x° +11x% + 9x—42

=43 +3x% =5x+7T
2x% -3x-6

Ejemplo 1: Dividir por el método de division sintética la siguiente expresién:

10x* —29x> +8x* +85x—70

5x*+3x-8
Solucioén:
+10 -29 +8 +85 -70
-6 +16
+21 -56
27 +72F3 +8
+10 -35 +45 ||[+2 +2 k5
+2 -7 49
Resultados: 10x" ~29x” + 8X” +85x +-70 =2x"-7Tx+9+ __DHE2
5x*+3x—8 5x*+3x-8

Ejemplo 2: Dividir por el método de divisién sintética la siguiente expresién:

X —Tx+12x* + x®* - 29x? + 20x-5
¥ $ B —7

Solucion:
1.0 -v 12 1 =29 20 -5
2 0 -5 7
4 0 -10 14
-6 0 15 =21
2 0 -5 7H2 0 -5 +7
2 -3 1 0 0 -6 2|+1
2 -3 1
X =7 +12% 3" =20 +20x-=5. —6x+12
Resultado: =X+ 2x* -3x+1
suia X _2x 15x—7 N T o i 5x 7
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.!@Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones: Resuelve los siguientes problemas, anotando los procesos comple-
tos en tu cuaderno. Al final de la actividad escribe una conclusion sobre el avance
de tu aprendizaje en la division algebraica.

1. Divide por el método de division sintética:
(18)(? +24x° - 3x°+76x+ x° —76x* +10x* - 40) + (4x+ 2x* +3x°-8)
2. Por division sintética, encuentra el resultado de la division:
(12m2 +19m* —11m* + 3m+ 30m® + 1)+(4ﬂv’12 +5m®-2m +1)

8a’ - pb*

3. Por divisién sintética, determina el resultado de — 3
4a“+2ab+b

4. Determina el resultado de (x”—5x+6)+(x-3), usando el método de division
sintética.

12p° —11p° +12p* - 30p* + 7p* -13p -7

5. Usando divisioén sintética calcula
4p° -p* +2p +1

Conclusiones:

.\ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.
'_—n

Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Ceros y raices de la funcion

A los valores de x que hacen que un polinomio a x" +....+a,x + a, valga cero se les
llaman raices o ceros del polinomio.

Por ejemplo, sea el polinomio:
p(x)=x+1
Entonces, si x =-1, al sustituir dicho valor en el polinomio obtenemos cero.
Asique -1 es una raiz de p(x)
En otro ejemplo, si q(x) = x> -4x-5

Observamos que para x = 5 y x = -1 el polinomio vale cero.

Los ceros de una funcién pelinomial f(x) son los valores que hacen que f(x) =0
Graficamente se reconocen, pues son los valores de las abscisas de los puntos
de interseccion de la grafica con el gje X.

Si f(r) = 0, entonces afirmamos que la funcién tiene un cero en x = r, con lo que
queda determinado, de este modo, el punto (r, 0) como una interseccién de la gra-
fica de f{x) con el eje X. Para hallar los ceros de un polinomio, se debe resolver la
ecuacion: fix)=10.

La cantidad de soluciones de una ecuacion polinomial depende del grado, de modo
que si éste es n, la ecuacion f(x) = 0 tendra n soluciones, cada una de las cuales
puede ser real o compleja, y, como consecuencia, la grafica de f(x) tendra como
maximo n intersecciones con el eje X. Son n intersecciones con el eje X en el caso
de que todas las raices de la ecuacién sean reales.

Por ejemplo, una funcién de primer grado tiene sélo una raiz o cero y, como maxi-
mo, una interseccién con el eje X. Las funciones de primer grado se denominan
funciones lineales porque su grafica es una recta. Si la recta es horizontal paralela al
eje X, entonces no existe interseccion alguna con el eje X. Una funcién de segundo
grado o cuadratica tiene dos ceros y, como maximo, dos intersecciones con el gje X.
Una ecuacion cubica tiene tres ceros y, por lo tanto, como maximo tres interseccio-
nes con el gje X, etcétera.

Las intersecciones con el eje Y que tiene la grafica se caracterizan por ser puntos
de abscisa igual a cero. Si x = 0, tenemos que:
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(0) = 48] + 3,0 +...+ 340]" + a,40) + 2,
por lo que para toda funcién polinomial se cumple que f{{]} =a,

Se determina asi al punto (0, a,) como la tnica interseccién con el eje Y de cualquier
funcion polinomial. El coeficiente constante a, determina el punto sobre el eje Y por
el cual pasa la grafica de la funcion. Si el coeficiente constante es cero, la grafica de
la funcion polinomial pasara por el origen del plano cartesiano, es decir, por el punto
(0, 0). Para comprender mejor esto ultimo, analicemos la funcién:

f(x}=x2—5x+6

Comencemos el analisis notando que el grado de la ecuacion f(x) =0 es 2, lo que
nos garantiza que, a lo mucho, la grafica tocara dos veces al eje X. Resolviendo la
ecuacion, obtenemos que las raices son 2 y 3, lo que significa que f(x) = 2 y que
fix) = 3. Con esto podemos concluir, sin miedo a equivocamos, que la grafica corta
al eje X en los puntos (2, 0) y (3, 0).

Por otro lado, el término independiente es 6, con lo que concluimos que la grafica
corta al eje Y en el punto (0, 6). Visto de otra forma, la grafica corta al eje Y a una
altura de 6 unidades sobre el eje X.

Con la informacién anterior y recordando que la grafica no puede estar "rota", pode-
mos trazar ésta:

-

F¥

Figura 5.15. Grafica de la funcién fix) = x* = 5x + 6

¢, Como se utiliza el saber que la grafica no esta "rota"? Comenta tu razonamiento
con el grupo.
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i .
* Aprende mas

Los siguientes teoremas muestran como se puede usar la divisién sintética para
evaluar polinomios faciimente.

Teorema del residuo

Si el polinomio P(x) se divide entre x —c, entonces el residuo es el valor de P(c).
Demostracion. Si el divisor en el algoritmo de la divisiéon es de la forma x — ¢ para
algin numero real ¢, entonces el residuo debe ser una constante (puesto que el

grado del residuo es menor que el grado del divisor). Si a esta constante se le
denomina r, entonces:

P(x}:(x—c}-Q(x)+r
Si se establece x = ¢ en esta ecuacion, se obtiene:
P(x}:(x—c}-Q(x)+r =0+r=r

Es decir, P(c) es el residuo r.

Ejemplo: Aplicar el teorema del residuo para hallar el valor de un polinomio, sea:

p(x)=3x"+5x* —4x* +Tx+3

a) Encuentre el cociente y el residuo cuando P(x) se divide entre x + 2.

b) Usa el teorema del residuo para hallar P(-2).

Solucioén:

a) Puesto que x+2=x—(-2), la divisién sintética para este problema toma la
siguiente forma:
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-2|3 5 -4 07 3
-6 2 4 8 2
3-1-24-135

El residuo es 5, por o tanto, p(-2)=5
El cociente es 3x* — x* —2x* + 4x -1 y el residuo es 5.

b) Por el teorema del residuo, P(-2) es el residuo cuando P(x) se divide entre

x—(2)=x+2

Del inciso a) el residuo es 5, por lo tanto, P(-2)=5

Teorema del factor

El teorema siguiente establece que los ceros de polinomios corresponden a facto-
res, ¢ es un cero de P si y sélo si:

x—c¢ es un factor de P(x)
Demostracion. Si P(x) se factoriza como P(x)= (x-c)-Q(x), entonces:

P(c)=( ¢ - ¢)-Q(c) =0-Q(c) =0

Ala inversa, si P(c)=0, entonces por el teorema del residuo:

P(x)=(x-¢)-Q(x)+0=(x-c)-Q(x)
Por lo tanto, x—c¢ es un factor de P(x)

Ejemplo 1: Factorizar un polinomio por medio del teorema del factor, sea:
p(x)=x>-7x+6

Demostrar que P(1)=0 y factorizar P(x) por completo.
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Solucion:

Sustituyendo, se ve que:
P(1)=1-7.1+6=0

Por el teorema del factor, esto significa que es un factor de P(x). Usando la division
sintética se ve que:

pix)=x>—7x+6=(x—1)(x? +x—6)=(x—f)(x—2}{x+3]

Ejemplo 2: Hallar un polinomio con ceros especificados. Hallar un polinomio de
grado cuatro que tiene ceros -3, 0, 1y 5.

Solucion:

Por el teorema del factor X —(-3), x—0, x =1y x -5 deben ser factores del polinomio
deseado, asi que

p(x)=(x+3)(x-0)(x-1)(x-5)=x*-3x> -13x* +15x
Puesto que p (x) es de grado cuatro es una solucion del problema.

Al graficar se debe observar que los ceros de P corresponden a las intersecciones con
el eje X de la gréfica.

10

- "

Figura 5.12.
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.Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones: Resuelve los siguientes problemas, anotando los procesos comple-
tos en tu cuaderno. Al final de la actividad escribe una conclusion sobre el avance
de tu aprendizaje en la division sintética.

I. Usa la division sintética y el teorema del residuo para evaluar P(c).
1. p(x)=4x>+12x+5 c=-1
> 1
2. p(x)=2x"+9x+1 c=§
3. p(x)=5x*+30x"-40x>+36x+14 ¢c=-7
Il. Encuentra un polinomio de grado especificado que tenga los ceros dados.
4. Grado4:ceros-1,1,3,5

5. Grado 5:ceros-2,-1,0,1,2

Conclusiones:

A Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

y——
— Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Teorema fundamental del algebra

Este teorema es de gran importancia dentro del estudio de las ecuaciones. Encon-
trar los ceros o raices de una ecuacion representa encontrar todos los valores de x
para los cuales f(x) = 0.

Carl Friedrich Gauss fue uno de los matematicos mas grandes de todos los tiempos.
Contribuyé a muchas ramas de las matematicas. En 1798, a los 20 afios de edad,
demostré su teorema que dice lo siguiente:

I Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio de grado n tiene n raices.

Es decir que la ecuacioén:

n n=1 n=2
ax+a.,x +a.,x +a

n=3 3 2
3 X ..+ @8X +ax+ax +a=0cona =0

tiene n soluciones

Una forma en la que podemos interpretar este teorema es como sigue, ya que se
puede factorizar un polinomio dadas las raices y hay n raices para todo polinomio
de este grado, entonces:

n=3

n n=1 n=-2 3 2
f(x)=a,x"+a,,x""+a,,Xx"*+a,,x"+..+ax+a,x+ax + a

=(x—i) (X =) (¥ =F)

donde r, r,..., r, son las raices de f(x)

La demostracion de este teorema queda lejos del objetivo de esta unidad, sin em-
bargo, daremos algunas herramientas para encontrar las n raices.

Con las herramientas analizadas, nos percatamos de que no es necesario el uso de
férmulas para resolver ecuaciones de grado n, a lo mas nos apoyamos en la férmu-
la general de |la ecuacién de segundo grado y en la evaluacién, teorema del factor,
teorema del residuo, etcétera para resclver ecuaciones de grado dos o mayor.

Por lo que, situaciones matematicas que pueden ser verdaderamente complicadas,
se resuelven por métodos que resultan ser sencillos y de mucha facilidad y, al abor-
dar estas situaciones deben ser individuos capaces de ver la funcién y bosquejar
en sus mentes el comportamiento de la grafica. Esto es precisamente lo que vas a
lograr al término de la presente seccion.
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.Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones (1): Explica el procedimiento que debe seguirse paso a paso para
determinar los ceros de una funcién polinomial. Escribelo en las lineas siguientes:

Instrucciones (2): Encuentren los ceros de cada ecuacion polinomial. Escribe el
procedimiento y la respuesta en tu cuaderno de trabajo.

a) y=x"+4x>+x-6

b) y=x>-3x>+4x-2

c) y=x*-2x*+4x-8

d) y=3x*-3x*-x*+3x-1

e) y=4x"+12x*-x-3

u Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion

consulta el anexo de respuestas.
(-,

Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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i .
* Aprende mas

Teorema de factorizacion lineal

El procedimiento que hemos utilizado para determinar las raices de un polinomio
se ha centrado en la factorizaciénde dicho polinomio y su expresiéon como la multi-
plicacion de sus factores lineales, de sus factores complejos o una combinacion de
ellos.

La multiplicidad tiene que ver con el numero de factores lineales repetidos o no de
cada polinomio. Revisemos los ejemplos:

Si f(x)=x*-3x-18= (x + 3}(x —6) de acuerdo al analisis con los ceros obtenidos,
existen las raices :

+ -3 tiene multiplicidad 1.
« 6 tiene multiplicidad 1.

Si f(x)=x"—2x*+4x—-8=(x+2i)(x-2i)(x+2); se observa que:

» -—2itiene multiplicidad 1.
» +2jtiene multiplicidad 1.
+ 2 tiene multiplicidad 1.

Si f(x)=x*-4x>+16x-16=(x- 2}3 (x+2); hay tres raices iguales, entonces:

+ 2 tiene multiplicidad 3.

+ -2 tiene multiplicidad 1.

* La multiplicidad es 4 que es equivalente al exponente mayor de la funcién poli-
nomial.

En general, dado un polinomio en x, se determinan sus ceros o raices lineales para
poder establecer el conteo de las raices iguales y establecer su multiplicidad.

Por lo tanto:

» La multiplicidad esta referida al exponente de cada uno de los factores lineales
o complejos de un polinomio.
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« La suma de las multiplicidades de las raices es equivalente con el grado del po-
linomio.
» Se hace uso del teorema del factor y de la divisién sintética.

Iw.Actividad de aprendizaje 4

Instrucciones: En equipos encuentren los ceros de cada ecuacién polinomial. De-
terminen la multiplicidad en cada caso y compruébenla con el grado del polinomio.
Comparen sus respuestas con sus demas compafieros. Escriban los procedimien-
tos y las respuestas en su cuaderno.

1. f(x)=x*+4x* +x-6

2. f(x)=x>-3x"+4x-2

3. f(x)=4x>+12x*-x-3

4. f(x)=x*-2x"-2x>-2x-3
5. f(x)=3x*-3x*-x?+3x-1

- Para verificar los logros obtenidos en esfa actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

="

Guarda el desarrollo y solucian de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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i .
Aprende mas

Graficas de funciones polinomiales factorizables
Dado el caso de que tanto el dominio como la imagen de la funcién polinomial sean
los numeros reales, luego entonces los puntos en los que la grafica corta al eje de
las abscisas es una interpretacion grafica de las raices o ceros de dicha funcion.
Aun asi, las raices de los polinomios reales no son necesariamente reales; algunas
de ellas, pueden ser reales y otras complejas o incluso todas ellas pueden ser com-

plejas.

Una funcién polinomial no puede tener mas ceros que el valor de su grado:

f(x)=ax"..a" tendra n ceros o raices

Analiza los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. Determinar los ceros de la funcion f(x)= x" -4

Solucioén:

*  Por tabulacion:

f(x)=x>—4,con D(x)=-3, -2, -1,0,1, 2, 3

x | 3| 2] 1] o 1
f)| 6§ | o | 3| 4 3 o

* Por factorizacion:
f(x)=(x+2)(x-2), porlotanto x,=-2 y x,=2

La grafica se muestra a continuacion.
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» Tenemos una parabola que tiene por eje
de simetria el eje de las "y".

« El intercepto con el gje "y" es el punto ~ Cerooraiz 1 i [ ‘Gﬂm-ﬂ mE .
(U} —4) i) 4 _ > | 2

* Los interceptos con el gje x, ceros o rai-
ces: (0,-2) y (0,2). Ao

Ejemplo 2: Determinar los ceros de f(x)=x>-8

Solucioén:

Evaluando factores de -8: (2,-4), (-24), (1,-8) y (-1,8).

Para x=2: (2) -8=8-8=0, porlo tanto x* —8 es divisible entre x —2

Completamos el polinomio para resolver por division sintética: 1x* + 0x* + 0x" — 8x°

1 0 0 -8
2 4 8 2 f(x)=x"-8=(x-2)(x* +2x+4)
ERERERER

El trinomio (x* + 2x +4) no es factorizable, por lo tanto resolveremos utilizando la for-
mula general de una ecuacion de segundo grado:

Llevada a la forma ax® + bx+c=0— x* + 2x+4 =0, cuyos paréametros: a=1; b=2
c=4.

Aplicando la férmula:
il —(2)x4(2) -4(1)(4) -2+J-12 -
g 20 g =4 (2 221 (1(4) 2+ 12 ; 2(; —1+/3i

Continua...
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En conclusién:

F(x)=x*—8=(x-2)(x? +2x+4)=(x—2)[x—(—1— ﬁf]][x—(—n ﬁr‘]]

Es decir:
x= Dt —f Bl o= -3

Un cero o raiz real y dos raices complejas.

.Actividad de aprendizaje 5

Instrucciones: Encuentren las raices complejas de cada funcién polinomial. Com-
paren sus respuestas con sus demas companeros.

1. f(x)=x"+81
2. f(x)=9x"+12x+6

3. f(x)=x"+2x+4

s

f(x)=x"-3x*-4x-30

m

f(x)=x5+x"+x3—x2—x—1

consulta el anexo de respuestas.

& Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
o
- Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Utilizas funciones factorizables en la resolucion de problemas
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Cierre del blogue \'

Reflexiona sobre lo aprendido

En el bloque anterior y en el presente hemos recorrido de un modo basico el trabajo
con funciones polinomiales de grado n. si bien es cierto que los polinomios se vuel-
ven mas complejos a medida que su grado se incrementa, también es cierto que las
herramientas disponibles para el trabajo con ellos son abundantes y, sobre todo, la
combinacion de estas produce elementos todavia mas utiles para analizar el com-
portamiento de funciones polinomiales.

En este punto, y antes de cerrar el blogue, reflexiona acerca del antes y el después
de conocer dichas herramientas. Utiliza las siguientes preguntas para ayudarte a
dicha reflexion:

+ ¢Conozco y empleo diversas formas de factorizar polinomios?

« ;Determino los ceros racionales de una funcién polinomial a través de herra-
mientas distintas a la factorizacion lineal?

+ ¢ Combino eficientemente las reglas y teoremas para determinar ceros de un
polinomio?

+ ¢ Bosquejo mentalmente la grafica de un polinomio con la ayuda de los ceros
racionales que determino?

Comparte el producto de tus reflexiones con tu docente y grupo; observa los resul-
tados de tus compafieros y contrasta con los tuyos todos los elementos recopilados.
Autoevaluacion

Instrucciones: Lee los siguientes ejercicios para encontrar las soluciones de cada
uno de ellos, realizando las anotaciones necesarias en tu cuaderno con orden y
limpieza. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con

tus companeros de clase, escucha y respeta las aportaciones de los demas para
mejorar tu trabajo.

1. Encontrar los ceros o raices de la funcion f(x)=2x* —x* -19x* +27x-9

2. Hallar el cociente y el residuo de 2x* + x* —16x* +18x entre x + 2

3. Dada f(x)=x’+2x"-5x-86, trazar su grafica, determinar los ceros, marcar
sus interceptos con el eje y (si los hay) y expresar la multiplicidad de sus raices.
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4. Determinar la multiplicidad de ceros o raices y los factores lineales del polino-
mio:

p(x)=x"-6x*+15x> -30x* +44x -1

5. Determinar el nimero de raices de la ecuacion:

Ay 12 £ My 24=0

A Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

- Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Si de la actividad anterior obtuviste 5 aciertos considera tu resultado como excelen-
te, de 4 aciertos como bien, 3 aciertos regular y si tus respuestas correctas fueron
menos de 3 considera tu desempefio como no suficiente, lo que exige que refuerces
tus conocimientos previos.

Excelente

;Como evaluas el nivel de tus conocimientos previos en Bien

funcion de las respuestas correctas que tuviste? Regular
No suficiente
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Aplicas funciones racionales

Introduccion

Tomando como base el estudio de las funciones polinomiales se introducen las
funciones racionales y se obtienen las principales caracteristicas de las mismas,
el bloque inicia con el estudio de algunos problemas cuyo modelo matematico son
funciones racionales, lo que permite pasar posteriormente a estudiar otras caracte-
risticas de las funciones.

e
P,
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;Qué aprenderas y como organizaras tu
estudio?

Bloque VI

8

horas

Contenidos curriculares que se abordan

1. Funciones racionales.
* Concepto de funcion racional.

* Dominio de una funcion racional. : L
- Rango de una funcion racional. Competencias disciplinares que se

+ Gréaficas de funciones racionales. desarrollan

* Modelado y solucion de problemas con Construye e interpreta modelos matematicos

funciones racionales. mediante la aplicacion de procedimientos arit-
méticos, algebraicos, geométricos, y variacio-
nales, para la comprension y analisis de situa-
ciones reales, hipotéticas o formales.

* Explica e interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales.

* Analiza las relaciones entre dos o mas varia-
bles de un proceso social o natural para deter-
minar o estimar su comportamiento.

+ Elige un enfoque determinista o uno aleatorio
para el estudio de un proceso o fendmeno, y
argumenta su pertinencia.

Evaluacion del aprendizaje

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias.

+  Actividad de aprendizaje 1. Analisis de
funciones racionales.

« Actividad de aprendizaje 2. Solucion de
problemas con funciones racionales.

« Actividad de aprendizaje 3. Aplicacion de la
vanacion inversa.

*  Autoevaluacion.
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Aplicas funciones racionales

Para iniciar, reflexiona

Dado que las funciones racionales son divisiones de funciones, debemos tener cui-
dado con el valor del denominador. ;Qué pasa si intentamos realizar una divisién
entre cero?

P "
Aprende mas

Funciones racionales

Concepto de funcion racional

Las funciones racionales son las que expresan el cociente de expresiones polino-
miales como fracciones donde el denominador (divisor) sea de grado mayor que
cero. La expresién general de una funcién racional es:

f(x)= M donde el grado de Q(x) debe ser mayor que cero.

Q(x)

2x

Un ejemplo es f(x) = 1
X—

Dado que las funciones racionales son divisiones de funciones, debemos tener cui-
dado con el valor del denominador. ;Qué pasa si intentamos realizar una divisién
entre cero?

Analiza el comportamiento de la funcién f(x) = 1 con base en la tabla 6.1.
X
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Tabla 6.1.
1 0.1 I 0.01 0.001 I[}_CIOCI‘I 0.00001 § 0.000001 0 |
1 10 I 100 1000 I 10000 § 100000 § 1000000 ea I

Puedes darte cuenta de que, a medida que x se aproxima a cero, el resultado de
la division es una cantidad cada vez mas grande. Si seguimos afadiendo celdas
a la tabla, ;cual seria el valor de fpara x = 0?7 Pues bien, dado que las divisiones
entre cero no existen, entonces tampoco existe un valor asociado a fcuando x = 0.
Del analisis anterior concluimos que la funcién f va tomando valores cada vez mas
grandes, y eso se dice que tiende a infinito cuando x tiende a cero, pero este tema
es objeto de estudio de un curso de calculo diferencial. Por ahora nos limitaremos
a describir graficamente lo que sucede con una funcién racional cuando el denomi-
nador se anula.

Dominio de una funcion racional

Las funciones sélo pueden relacionar valores reales para x con valores reales para
y, de modo que la division entre cero no esta permitida para una funcion. Esto da
la pauta para explicar la forma en que se determinan los valores del dominio de la
funcién. Ya que en el dominio de la funcién (Domf) sélo pueden estar los valores de
x que producen valores reales en f, entonces debemos excluir del dominio aquellos
valores de x que provoquen divisidn entre cero, es decir, la condicién que deben
cumplir los valores de la variable x para pertenecer a Domf es que:

Q(x)=0

Para entender este concepto, analizaremos primero la existencia de asintotas.

Asintotas verticales. Los valores que hacen que Q(x) =0, es decir, los ceros de Q(x)
se llaman asintotas verticales de una funcién racional y representan graficamente
lineas rectas verticales que la grafica de f no corta, pero que tienen la propiedad de
llevar la grafica de fhacia un valor y que tiende a += 0 —=. Se grafican como lineas
punteadas.

Asi, el dominio de una funcion racional es el conjunto de todos los numeros rea-
les excepto los ceros de Q(x).

Las asintotas verticales tienen como ecuacion x = x, donde x representa los ceros
de Q(x) como los valores x,, x,, ... que hacen que Q(x) =0
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Asintotas horizontales. Una funcion racional también puede tener asintotas horizon-
tales, que son lineas rectas horizontales que llevan la grafica de f hacia el infinito
(positivo o negativo) horizontalmente. Estas asintotas pueden determinarse anali-
zando el comportamiento de la grafica de f cuando aproximamos el valor de x a .
Aunque esto es tema de calculo diferencial, asignatura que cursaras posteriormen-
te, es posible tratar un método intuitivo del limite de la funcién f cuando la variable x
toma valores cada vez mas cercanos a +.

Considera ahora que a partir de g(x}: L se construye la tabla 6.2 en la siguiente
pagina. X

Tabla 6.2.
1 10 I 100 1000 I 10000 § 100000 § 1000000 ea I
1 0.1 I 0.01 0.001 I[}_CIO(H 0.00001 § 0.000001 0 I

Puedes darte cuenta de que, a medida que x se aproxima a <, el resultado de la
divisién es una cantidad cada vez mas cercana a cero. Asi, la funcién racional tiene
asintotas horizontales si, al aproximar el valor de x a infinito (positivo y negativo), el
valor de f(x) se aproxima a un valor real L, de modo que la grafica de f no corte la
recta y = L, que es la ecuacion de la asintota horizontal.

Asintota oblicua. Si el grado de P(x) es mayor en una unidad que el grado de Q(x),
es decir:

grado(P(x))-grado(Q(x))=1
Entonces la funcién tiene ademas una asintota oblicua, por ejemplo:

x?-8

X+3

f(x)=

Las asintotas oblicuas se obtienen realizando la divisién algebraica indicada en f, y
el cociente de la divisién es la ecuacion de la asintota oblicua.

: _x*-8 _ x-3
Asi, en f(x)= i tenemos: x+3) P 5

—)(Z/—Sx
- 3% -8
,3{4-9

1
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1

De donde f(x)=x-3+
x+3

La asintota oblicuaes y=x-3
Esta funcion también tiene una asintota verticalen y=x-3

Su grafica es:

x=-3
Asintota vertical

-8

A0

-12

Figura 6.1.

Rango de una funcion racional

Para determinar el rango de la funcion, es necesario cambiar f(x) por y en la expre-
sion funcional y, si es posible, despejar |la variable x.

En caso de que sea posible tal despeje, tendremos una funcién x = R(y), de modo
que:

P(x)
Q(x)
Si descubres asintotas verticales para R(y), éstas seran asintotas horizontales para

fix). Esto puedes comprobarlo con el procedimiento de aproximacion al infinito ex-
plicado antes.

el rango de f(x}-—— es igual al dominio de la funcién R(y)

Es importante que sepas que el calculo del dominio de una funcion implica conoci-
mientos algebraicos previos, entre los cuales se encuentra el tema de desigualda-
des o inecuaciones que, de manera simple, fueron abordados en cursos anteriores.
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No siempre es posible el despeje, de modo que el rango de una funcién racional no
siempre se puede determinar.

Las intersecciones con los ejes coordenados se obtienen mediante las expresiones:

* |:fx) =0, es decir, se buscan los ceros de f, que son las abscisas de las inter-
secciones con el eje X. Esto sélo es posible si en el rango de la funcién (Rangof)
esta contenido el valor de y = 0; en caso de no ser asi, entonces la grafica de f
no tiene intersecciones con el eje X.

Es facil comprender que los ceros de P(x) son los ceros para f(x), de modo que bas-
ta calcular los ceros de P(x) mediante la solucién de la ecuacién P(x) = 0.

* | :y=1Q0), es decir, se sustituye el valor x = 0 si este valor pertenece a Domfen
la funcién fy los resultados obtenidos son las ordenadas de las intersecciones

coneleje.

Para comprender este analisis se aplicara de forma directa en los siguientes ejem-
plos de grafica de funciones racionales.

Graficas de funciones racionales

Para graficar una funcién racional, se sigue el procedimiento que se explica con el
ejemplo inicial.

Procedimiento Ejemplificacion
Partimos de la funcion:
Ejemplo:
2x
f(x) =2 (=53
Q(x)
1. Buscar asintotas verticales:
x-4=0 [1)

a)Q(x)=0 para obtener x,, x,,... x, = 4

b) Las asintotas verticales tienen

‘ ; Asintota vertical: x=4
ecuaciones: x=x;, parai=12,...
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. Determinar el dominio de la funcién

quitando del conjunto de los numeros
reales los valores de x donde hay
asintotas verticales.

. Cambiar f(x) por la variable y .

. Despejar, si es posible, la variable x.

. Obtener la funcion R(y} y su dominio.

. Rangof = DomR

. Asintotas horizontales

a) Como asintotas verticales R(Y)
b) Por aproximacion x a £
No es necesario realizar ambos

procedimientos. Si no es posible a),
entonces debes realizar b).

Aplicas funciones racionales

Domf = R - {4}

o bien
Domf =(—,4) (4, )

usando notacion de intervalos

(2)

2% (3)
x—4

y:

y(x-4)=2x (4
xy—4y —-2x=0
xy—2x=4y
x(y-2)=4y

4y

y-2

¥ =

4y
Ryl (5)
(¥) =
y-2=0

y=2

DomR =R - {2} o bien,

DomR = (-, 2)u(2,) en
notacion de intervalos.

Rangof =(-=,2)u(2,0)  (6)
a) Asintota horizontal: y =2 (7)

b) Para comprobar solamente:

2x
2x Ty 2
gt v g

- X
Cuando x se aproxima a infinito
x/4 se aproxima a cero, por lo
que puede afirmarse que hay una
asintota horizontal en y = 2. Que

resulta ser lo mismo que en a).
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8. Si grado[P|- grado[Q]=1, la funcién

tiene asintota oblicua, que se obtiene
por la division algebraica de P entre Q.

9. Intersecciones con el eje X: sustituir

154

y =0 (puede seren R(y))siy=0
pertenece Rangof.

10. Intersecciones con el eje Y: sustituir
x =0 en f(x). Si x =0 pertenece a
Domf.

11. Tabular en caso de ser necesario.

12. Graficar.

Aplicas funciones racionales

Dado que los grados de 2x y
x—4 soniguales a 1, f(x) no tiene
asintotas oblicuas.

(8)

RO)=7%5 @

2x (10)

2x
1"
(11)

N
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I
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I
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| (12)
2x \
: i \
X -4 6 \
\,
N
4 x=4q H‘“‘-m____h___ I
y=2 R e R L
2
= NN
o .
12 10 g & 4 2 a\\, 2 4 6 g 10 12 14 16 .
2 \‘-\\
Figura 6.2.

Ejemplo 1: Analiza la funcién f(x)= ig y bosqueja su grafica.
x—

Solucion:

Calculo de asintotas verticales:
x-3
X

0
3
Dominio: Domf =(—w, 3) U (3, x)
Célculo del rango:
_X+3
S x-3
Xy—-3y=x+3
Xy—x=3+3y
x(y-1)=3(1+y)
31+
x=R(y)= (#+5)

y-1
y-1=0
Asintota horizontal: y = 1
DomR = Rangof = (0, 1) (1, o)

Intersecciones con el eje X:

R(0)= 3(;:'10) .
jlM . (_3! 0)

Continua...
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Tabulacion:

X +3 T |
éy E %-3
X+3 ; 1 l
¥ f(x)= f |
(x) x-3 l'
| L+
2 ?+_3= 2 -_5 w3
2-3 ¥ : !
; y-=1 ! i
4 ﬂ=z=? ] 2 L-u. WE 1
4-3 1 M S 0 o 0
i . !
9+3 12 BRI 7 14
9 — === W
9-3 6 Ll |
Figura 6.3.
Ejemplo 2: Analiza la funcién f(x)=— =¥ bosqueja su grafica.
x —_—
Solucién:
Célculo de asintotas verticales:
x*-9=0

Calculo del rango:

X’y-9y=5
X’y =5+9y
w2 5+9y

(x+3)(x-3)=0
X,=-3 x,=3

Dominio: Domf =(—0,- 3)u(-3,3)U(3,x)

5+ 9y

x=R(y)=




Aplicas funciones racionales

Para que R(y) tenga resultados reales, se debe cumplir que:

1. y # 0 (asintota horizontal en el eje X)

5

2% .0 y2-2
9

5+9y=0 9y=>-5

Y es positivo (o cero) para valores mayores (o iguales) a —g, de modo que:

L5 5+9y

Siy 20 Si y> —g y ¥ >0, es decir, cuando
: 5 5+9y y >0, tenemos que 5+9y}0

Asintota verticales: y = 0 (eje X). No hay intersecciones con el eje X porque y = 0 esta
fuera de Rangof.

Intersecciones con el gje Y:
5 5

f(0)=(0}2_9=__

5
I, :(0,—5)

DomR = Rangof = (—00, - g] u(0,x)

Tabulacion: b
5 ‘ g
5 f(x)=
x | f(x)=— earill
x-9 ) \ |
5 5 5 \
—4 2 == II
x-9 16-9 7 - 2 - \
/ x=3!
—2 5 =—-5 =—‘_f _____,_/ 1 \\H_————._..
2 4 4 4
X _9 4_9 ] ] 43. fi,.—f"__o__"“nh? -] ]
xX=— P
2 25 =i=—‘_’I Illlll \
x-9 4-9 | \
[ 4
i 5 5§ 5 | |
X’-9 16-9 7 L !
Figura 6.4.
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2
Ejemplo 3: Analiza la funcion f(x)= #’:’4 y bosqueja su grafica.
X -
Solucion:
Calculo de asintotas verticales:
¥—dx+4 (x-2)(x-2) yx_2  xi2=0
f(X) = E) = = =
X —4 (x+2)M X+ 2 =2
Dominio: Domf = (0, —2) (-2, )
Calculo del rango:
y_x—2
X+ 2
Xy+2y=x-2 t-y=0
Xy —-Xx=-2-2y =t
x(y-1)=-2(1+y)
DomR = Rangof = (o, 1) (1, )
Intersecciones con el eje X: Intersecciones con el gje Y:
2(1+0 0)°-4(0)+4
R(0)= (1 0)=2 f{a)=%=_
- (0) -4
5D 4:(0.-1)
fl‘l 8 f{x) o _?41:4
Tabulacién: /f 2%
1 4
P—4x+4 4. |
¥ f{x) e X_Ei __r—-'// | 7
X —4 — | v
-4 (_4)2 _42{_4}+ 4_36_ 3 5 k2 4 T 2 4___a_ =
(-4 -4 12 —Z
x=-2| /’
|
Figura 6.5.
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.Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones (1): Analiza las funciones siguientes y bosqueja su grafica. Realizalo
en tu libreta, registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes
con tus compafieros de clase.

a) f(x)=2
b) f(x):xzx_g
9 f(x)=5
Q) 1(x)=7o
o) F(x)=-263

consulta las respuestas en el apéndice al final del libro.

u Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
I
— Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Sabias que... 4

wwy e |-BOQEIG w0 T 204 L0 5042 b B IS and A 108

Es posible visualizar funcio-
nes en un gran numero de
formas que observas en tu entorno, ya que el
desarrollo de funciones racionales permite
describir patrones de estas formas de manera
que se expresan en un lenguaje matemdtico.
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& i
* Aprende mas

Modelado y soluciéon de problemas con funciones racionales

Las funciones racionales encuentran su aplicacién principalmente en problemas de
variaciéon inversa, es decir, en relaciones donde el valor de una variable aumenta
cuando el valor de otra variable disminuye y viceversa. Por ejemplo, si una obra de
construccion la realizan 4 obreros en 5 dias, j cuantos dias necesitaran 10 obreros?
Si aumenta la cantidad de obreros, el tiempo para terminar la misma obra debera
ser menor. Aqui la cantidad de obreros y el tiempo para terminar la obra son varia-
bles en una relacién de variacién inversa.

Otro ejemplo lo encontramos en la ley de gravitacion universal de Newton, que
enuncia que “dos cuerpos de masas m, y m, se atraen con una fuerza que es direc-
tamente proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional a la
distancia r entre ellos”, es decir, la fuerza de atraccién gravitacional esta dada por
la expresion:

2
m1r2n2 donde G=6.67x10" Nk_n; es la constante de gravitacién universal.
r g

F=G

A partir de la expresiéon anterior, a mayor distancia de separacién, menor sera la
fuerza de atraccidn y viceversa.

Un ejemplo mas lo encontramos en la ley de los gases ideales, que establece que
“el producto de la presion y el volumen de un gas ideal es directamente proporcio-
nal a su temperatura absoluta”, es, decir:

PV =nRT donde R=0.082 2M-L

o s la constante universal de los gases ideales.
moi-

£ Cémo varia el volumen de un gas ideal si mantenemos su temperatura y aumenta-
mos su presion? De la expresién anterior despejamos el volumen:
_nRT

P

v

Nos damos cuenta de que la variacion entre el volumen y la presién de un gas ideal
es inversa: a mayor presion disminuye el volumen y viceversa.
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Otras aplicaciones las encontramos en el estudio del movimiento, el crecimiento
de poblaciones, la depreciacion de bienes, geometrias arquitectdnicas, disefio de
motores, etcétera.

Ahora te presentamos algunos ejemplos que ilustran la forma de emplear lo estudia-
do sobre las funciones racionales en la solucién de problemas de variacion inversa.

Ejemplo 1: Si x hombres estan disponibles para realizar una obra que 4 hombres
realizan en 5 dias, ;cual es la funcién del tiempo que realizaran dependiendo del
valor de x? ;Qué tiempo les llevara a 10 hombres realizar la misma obra?

Solucion:

t=% es la relacion de variacion inversa entre t y k, donde t esta dada en dias

Cuando x =4, t= 5, porlo que k =tx = 5(4) = 20
Asi que el modelo de variacion del tiempo con respecto a la cantidad de hombres es:

20

t(x)= =

Esta funcion tiene asintota en x = 0 (gje Y), por lo que no tiene interseccion con el gje Y.
Dado que P(x) = 20 es la funcién constante, la funcién no corta al eje X. Su grafica es:

]
;(x)=ﬁ | (4.5
X 1

|
Figura 6.7.

Para x = 10 se tiene que: t(10) =2—; =10

Que significa que a 10 hombres les llevaran 2 dias realizar la obra.
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Ejemplo 2: Un gas a 25°C tiene comportamiento ideal. ; Cual es la funcién de va-
riacion del volumen molar (n = 1) con respecto al cambio de presion de dicho gas?
¢ Qué volumen tendra dicho gas si se somete a una presion de 2 atmodsferas?

Solucion:

PV =nRT

v(P)=TRT _ (1)(0.08205)(25 + 273.15)
P P

v(p)= 244632075

=]

Asintota en P = 0 (gje Y), por lo que no hay asintotas con el gje Y.

Tampoco hay intersecciones con el eje X.

Figura 6.8.

El volumen del gas es de 12.23 litros a una presién de 2 atmésferas.

Ejemplo 3: El cambio de posicién en metros de un objeto respecto al tiempo del
movimiento (f), esta dado por la expresion

s(t)=2f>-5t+2

Determina la funcién de su velocidad. ;Qué velocidad tendra el objeto a los 10 se-
gundo de iniciado su movimiento?
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Solucion:
v{t] =$
2
V{t): 2t —;Jt+2

Asintota vertical en t = 0 (gje Y). No hay intersecciones con el gje Y.
Para hallar la asintota oblicua:

Para encontrar intersecciones con el eje X:

s(t)=2t*-5t+2=0
d=(-5)"-4(2)(2)=25-16=9

_—(—5)i 9 5+3

2(2) 4
g=% t,=2
1

I :(E,o] (2,0)

-yl ‘/;.
2 | !
0 \ru.s.as /// x
- ¥ S g
5 4 3 1 0 \‘_1#}__ E 3 4 5 6 7
2
2t° -5t + 2
v(t)=
t ; 4 WL 2x=y=5=0
]
&
.‘”.:-'"_"\-\\
~ A0
T )
v \
\Im

Figura 6.9.

163



Aplicas funciones racionales

.!@Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones: Resuelve los siguientes problemas en tu libreta. Registra y reflexio-
na tus respuestas para que después las comentes con tus compaferos de clase.
Resuelve los siguientes problemas:

a)

b)

c)

Determina el modelo de variacién del tiempo que requieren x obreros para rea-
lizar una tarea que 4 obreros realizan en 7 dias. Analiza la funcion obtenida y
traza su grafica ;Qué tiempo requieren 15 obreros para realizar la tarea?

La ley de Ohm expresa la relacion entre intensidad de corriente (/, en amperes),
voltaje (V, en voltios) y resistencia (R, en ochm), con la expresion V = IR. Si en
un circuito particular el voltaje se considera constante e igual a 110 V, determina
el modelo de variacién de la corriente con respecto a la resistencia. Analiza la
funcién obtenida y traza su grafica. ;Qué corriente en amperes se tendra para
una resistencia total de 300 ohms?

La presion que ejerce una fuerza sobre una superficie esta dada por la expresion
p-f
A

Donde P se expresa en pascales (Pa), F en newtons (N) y A en metros cuadra-
dos (m?). Determina la funcion de variacion de la presion que ejerce una fuerza
de 150 N sobre distintas areas. Analiza la funcion obtenida y traza su grafica.
¢ Qué presion se ejerce sobre una superficie de 2x m??

consulta las respuestas en el apéndice al final del libro.

Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

u Para verificar los logros obtenidos en estfa actividad y realizar tu autoevaluacién
g———
—
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_'w.Actividad de aprendizaje 3

Recordemos que dos cantidades mantienen una relacion de variacion directa cuan-
do ambas crecen o decrecen juntas. Si k representa la constante de proporciona-
lidad, la relacién se puede representar como y = kx. A diferencia de la variacion
directa, en la variacion inversa, si x crece, y decrece y viceversa. Esto es:

J.J'=E obien xy=k
X

Donde el producto (k) resulta ser la constante de variacion y ni ésta ni x pueden ser
cero(k#0; x#0).

Instrucciones: Realiza una investigacién sobre el tema de variacioén inversa:

1. En equipos conformados de acuerdo a las instrucciones de tu profesor, elaboren
mapas conceptuales sobre el tema de variacién inversa como caso particular de
la funcién racional en hojas de rotafolio o cartulinas y expliquenlos a sus compa-
fieros de clase.

2. Cada equipo debera entregar al profesor evidencia de su investigaciéon y una
conclusion que describa la importancia del trabajo realizado y sus aplicaciones
en la solucion de problemas cotidianos en distintos ambitos: social, politico, cien-
tifico, etc.

- Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta las respuestas en el apéndice al final del libro.

—

Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Cierre del blogue Vi

Reflexiona sobre lo aprendido

Al final del presente bloque ya cuentas con nuevos elementos de aprendizaje para
que poco a poco te apropies de ellos y puedas trabajar y aplicar funciones raciona-
les a situaciones tedricas, pero también a algunas situaciones reales.

Con estos elementos, te invito a que investigues acerca de algun tipo de aplicacion
de funciones racionales y comparte la informacién con tu docente y grupo.

Cuestidonense acerca de la utilidad de estar desarrollando estos aprendizajes y la
importancia de manejarlos adecuadamente. Al final presenta a tu docente las obser-
vaciones del trabajo realizado para realimentar tu aprendizaje en cuanto a funciones
racionales

Como recordaras, en el desarrollo de este blogue VI se propuso la elaboracién de
una investigacion que consiste en realizar actividades relacionadas con la variacion
directa. Toma en cuenta que el proyecto debera cumplir con las especificaciones
que se te pidieron. Ha llegado la hora de hacer la exposicion frente al grupo.

Autoevaluacion

Instrucciones: Realiza los siguientes ejercicios, anotando en tu libreta los procedi-
mientos completos con un orden y limpieza, como evidencia del analisis y solucién
del problema.

1. Determina la funcién de la recta que pasa por los puntos (-5, 3) y (0, —4) y traza
su grafica.

2. Analiza la funcién f(x) =6x*—6x 36 y traza su gréfica.
3. Analiza la funcién f(x) = x* —4x* + x+6 y traza su gréfica.

4. Explica el comportamiento de la grafica de f(x)=x"+3

5. Analiza la funcion f(x} = X2

2 y traza su grafica.
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6. Una computadora que se compré hace 6 afios cuesta 1850 pesos. Si hace 4
afios su precio era de 3500 pesos, ¢cual es el modelo de depreciacion del pre-
cio de la computadora en el tiempo? ; Cuanto costd la computadora cuando era
nueva?

7. Determina el area maxima del terreno rectangular que se puede cercar con 248
metros de reja.

8. Determina el modelo de variacion del tiempo que requieren x alumnos para re-
solver los problemas de un examen de matematicas si se sabe que un equipo de
5 alumnos resuelve el examen en 30 minutos. Analiza |la funcién obtenida y traza
su grafica. ¢ Qué tiempo requiere un alumno para resolver el examen &l solo?

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta las respuestas en el apéndice al final del libro.

[ —"
— Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Si de la actividad anterior lograste los 8 puntos, considera tu resultado como
Excelente, y si lograste 7 a 8 puntos es Bien, de 5 a 6 es Regulary si tus respuestas
correctas fueron menos de 6 considera tu desempefio como No suficiente, lo que
exige que atiendas tus areas de oportunidad.

Excelente

;Como evaluas el nivel de tus conocimientos previos en Bien

funcion de las respuestas correctas que tuviste? Regular

No suficiente
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B qu ue VI I Utilizas funciones exponenciales y logaritmicas

Introduccion

Las funciones exponenciales y logaritmicas se emplean en diferentes sectores,
como el econdmico, el de salud, el de produccién, el de poblacién, por mencionar
algunos, ejemplo de lo anterior se puede ver en periddicos y revistas donde se
menciona la deuda externa de un pais, los gastos en servicios de salud, el uso de
internet y la poblacién mundial. Donde se observa un crecimiento aun ritmo acele-
rado en sus indicadores. Algunas de las funciones especiales que se abordaran en
este bloque, son la funcién exponencial natural y la funcién natural logaritmica. En
ambas funciones la base es e, un numero irracional cuyo valor es aproximadamente
2.7183. Algunos fenomenos, tales como el fechado con carbono en el caso de ana-
lizar restos fosiles, el decaimiento radiactivo del comportamiento de un elemento
de la tabla periédica y el crecimiento de los ahorros invertidos en una cuenta en la
que el interés sea capitalizado de forma continua, pueden describirse por medio de
funciones exponenciales naturales.
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;Qué aprenderas y como organizaras tu

estudio?

Bloque VI

Contenidos curriculares que se abordan

Concepto de funcion exponencial.
* Gréficas de funciones exponenciales.

* Dominio y rango.

Funcion exponencial.

Funcion exponencial natural.

Logaritmos comunes y naturales.

+ Logaritmos de otras bases.

+ Propiedades generales de los logaritmos.
* Concepto de funcion logaritmica.

* Dominio y rango.

» Gréficas de funciones logaritmicas.
Ecuaciones logaritmicas y exponenciales.

Evaluacion del aprendizaje

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-

ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias.

Actividad de aprendizaje 1. Investigacion sobre
seres y sucesiones numericas.
Actividad de aprendizaje 2. Funcion
exponencial.

Actividad de aprendizaje 3. Logaritmos
comunes y naturales.

Actividad de aprendizaje 4. Funcion
logaritmica.

Actividad de aprendizaje 5. Gréaficas de
funciones logaritmicas.

Actividad 6. Ecuaciones logaritmicas y
exponenciales.

Autoevaluacion.

Competencias disciplinares que se
desarrollan

* Construye e interpreta modelos matematicos
mediante la aplicacion de procedimientos arit-
meéticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y analisis de situacio-
nes reales, hipotéticas o formales

+  Formula y resuelve problemas matematicos,
aplicando diferentes enfoques.

* Explica e Interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales

* Argumenta la solucion obtenida de un proble-
ma, con métodos numéricos, graficos, analiti-
cos o vanacionales mediante el lenguaje ver-
bal, matematico y el uso de la tecnologia de la
informacion y la comunicacion

= Cuantifica, representa y contrasta experimental
o matematicamente las magnitudes del espacio
y las propiedades fisicas de los objetos que lo
rodean.

* Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y
textos con simbolos matematicos y cientificos.
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Para iniciar, reflexiona

Se deja caer una pelota desde una altura de 10 m. Cuando rebota alcanza la mitad
de la altura desde la que se dejo caer. ; A qué altura se encuentra la pelota después
de 5 rebotes? En el recuadro dibuja un esquema que muestre la solucién a este
problema:

ra R

" Aprende mas
Concepto de funcion exponencial
En febrero del 2005 adquiriste un auto en $75,000. Si cada afio disminuye 13% de
su valor inicial, ; cuanto valdra en el afio 20157 Compara tus resultados con las res-
puestas de tus compafieros de grupo.
Se denomina funcién exponencial a toda funcién de la forma:
y=a-b* o6 fix)=a-b*™

Donde x acepta cualquier valor real, b es un namero positivo y distintode 1 ya #0
y k#0.
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En la definicion anterior b se conoce como base y la variable independiente x se
conoce como exponente.

Graficas de funciones exponenciales

En forma grafica, se representa de la siguiente manera:

5 L
-“q_"‘-\.
rdigen.ed

Figura ?.l..f(x] =a- b=

Ejemplo 1: Obtener la grafica de la funcion exponencial de base 7.

Solucion:

Se calculan los valores de f (x) =7

Uttiliza una calculadora para hallar los valores que se muestran a continuacion:

.

x | -2 |-15]-05] 0|12 14
Wl T T

Traza las parejas de coordenadas en el si-
guiente plano y verifica si pertenecen al gra- I
fico: 3 = A ‘ B

Figura 7.2. Grifica de flx) = 7*
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2

Ejemplo 2: Obtener la grafica de la funcién exponencial de base 3

Solucioén:

Se calculan los valores de f(x)= (g)

Utiliza una calculadora para hallar los valores que se muestran a continuacion:

wl |

Traza las parejas de coordenadas en el siguiente plano y verifica si pertenecen al grafico
de la figura 7.3.

[}

0 | —

Figura 7.3. Graifica de flx) = (2/3)*

Sabias que...

La grafica de la funcion exponencial tiene una curvatura caracteristica que
hace que la funcioén crezca (presenta crecimiento) si el exponente es positivo
y = b5 o bien, si el exponente es negativo tienda a hacerse cero y = b™ (presenta un de-
caimiento) o si la base es menor que uno y mayor que cero, esta caracteristica es conocida
como variacion exponencial.
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Dominio y rango

Al igual que cualquier otro tipo de funciones, la funcién exponencial tiene un dominio
y un rango para los cuales la funcién tiene valores reales.

Al analizar la grafica del ejemplo 1, se observa que la grafica de la funcion es conti-
nua y que siempre hay una valor de f(x) para cada valor de x, por lo tanto, el dominio
de una funcién exponencial es D = {x : — < x < =} que corresponde a todos los
numeros reales.

Otra caracteristica de esta grafica es que nunca toma valores negativos en el eje
Y por tanto, el rango de una funcion exponencial es R = {y : 0 < y < =} 0 bien el
conjunto de todos los numeros reales positivos.

Las funciones exponenciales pueden graficarse seleccionando valores para x, de-
terminando los correspondientes valores de y, y trazando los puntos.

En forma general, para toda funcién exponencial de laforma y=a- b*6 f{x) = a- b*
donde b>0yb#1:

» El dominio de la funcién es (—<0, +<),

« El rango de la funcién es (0, +=).

* La grafica pasa por los puntos (-1, a/b), (0, a) y (1, ab) .En casi todos los casos,
puede trazarse una buena grafica exponencial a partir de estos puntos.

» Las graficas de funciones exponenciales son continuas y tienen por asintota al
eje X, es decir, se aproximan a dicho eje sin llegar a tocarlo nunca.

» La grafica de una funcién exponencial puede ser creciente o decreciente, segun
la base b sea mayor o menor que 1 o los valores de su dominio estan entre O y 1.

La base de las funciones exponenciales no puede ser negativa, pero ;qué tipo de
grafica resulta si el exponente es negativo?, es decir, qué sucede con las funciones
de la forma y = b™o su equivalente y = 1/b*, por la ley de los exponentes.

Ejemplo 1: Obtener la grafica de la funcion exponencial de base 3 y exponente
negativo.

Solucioén:

La funcién se establece como f(x)=3""

Se calculan los valores y se obtienen los siguientes resultados. Verifica si los valores
obtenidos pertenecen a la grafica siguiente.
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X f(x)

-1.5
-0.5

0.5
0.75

: 'ﬁ'l"}t {

-1

I _
Figura 7.4. Grifica de flx) = 3™

En conclusién, podemos asegurar que la grafica de la funcion y = a - b*, es cre-
ciente si el exponente es mayor que uno y decreciente en los casos en que el
exponente es negativo, o bien, si la base es mayor que cero y menor que uno.

.Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones (1): En equipos de 3 a 4 integrantes, realiza la investigacion sobre
series o sucesiones numeéricas aritméticas y geométricas; elaborar un mapa con-
ceptual para su exposicion, donde se represente la informacion con ejemplos que
muestren la diferencia entre sucesiones aritméticas y geométricas.

Instrucciones (2): Realiza los siguientes ejercicios conceptuales.

a) ¢Qué son las funciones exponenciales?

b) Considera la funcion exponencial y = 2*. Contesta lo siguiente:
* ¢ Qué sucede con la variable y conforme x crece?

+ ;La variable y puede ser cero? Explica.
+ ;El valor de y puede ser negativo? Explica.
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¢) Considera la funcién exponencial y = 2. Escribe una funcién exponencial equi-
valente a la anterior, pero que no tenga signo negativo en el exponente. Explique
como obtuvo su respuesta.

d) Considera las ecuaciones y=2*y y = 3%

« Determina el punto de interseccidon de la grafica de cada funcién con el eje
Y. Compare las graficas de las dos funciones ¢ Cual de las dos presenta un
crecimiento mas acelerado?

Instrucciones (3): Traza la grafica de las siguientes funciones en un mismo plano
cartesiano y contesta las preguntas referentes al analisis de las respuestas. Utiliza
diferentes colores para graficar.

Funciones:

a) y=3x
b) y=x®
+ ¢ Cual de las tres graficas tiene mayor +y

crecimiento cuando x > 27

+ ¢ Cual de las tres graficas tiene mayor
crecimiento cuando 2 € x < 47

o
-’

» ¢ Cual de las tres graficas tiene mayor
crecimiento cuando x =2 47

*+ Compara tus respuestas con la de otro compafero para hacer una conclusion
acerca del crecimiento exponencial.
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Instrucciones (5): De las siguientes funciones exponenciales, realiza una tabula-
cion y elaborar la grafica. y escribe tus observaciones contestando a la pregunta,
;existe algun punto en comun en las tres graficas? ;Por qué? Compara tus resulta-
dos con las respuestas de tus compaiieros de grupo.

Funcion: Tabulacion: Grafica:
y=3 X y

Observaciones:

Funcion: Tabulacién: Grafica:
y=10* 7 y
Observaciones:
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Funcion: Tabulacion: Grafica:

= X y

Observaciones:

Instrucciones (6): Responde a lo siguiente.

a) ¢Por cuales puntos del eje Y pasan las graficas de las funciones exponenciales
del ejercicio (4), respectivamente?

b) Explica por qué todas las graficas exponenciales y = a - b* pasan por (0, a)?

c) ¢Por qué no puede ser igual a 1 la base de una funcién exponencial?

Instrucciones (7): En parejas, en una hoja milimétrica, tracen las graficas de una
ecuacion exponencial con base 10, tomando valores para la constante a = 0.5y
a = -0.5. Te sugerimos utilizar colores diferentes para cada grafica.

consulta el anexo de respuestas.

“ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
—tn
Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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|
:@ Reflexionemos sobre la actividad

W \ ¢De qué te das cuenta?

e

s

De las graficas de las diferentes funciones que has realizado en la actividad
anterior, escribe las los cambios que observas segun su funcién y explica el
porqué.

& .
" Aprende mas

Funciéon exponencial

Tiene una curvatura caracteristica que hace que la grafica crezca, si el exponente
es positivo; o bien, tienda a hacerse cero o presente un comportamiento decrecien-
te, si el exponente es negativo o si la base es menor que uno y mayor que cero, esta
caracteristica es conocida como variacién exponencial, y se representa por:

y=a-b*donde k#0

Si k = 0 implicaria que la grafica de la funcion se convirtiera en la grafica de la fun-
cién y = 1, si k es negativo, entonces la grafica presentara un decaimiento. Con k
positivo, la grafica presentara siempre un crecimiento. El factor de crecimiento es a,
porque multiplica al término exponencial.
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Ejemplo 1: Obtener la grafica de la ecuacion exponencial de base 4 y constante
k=2, es decir f(x) = 472

Solucion:

Se tabula la funcién correspondiente.

b'¢ f(x) ;
0.503 0.247
1.95 0.0045
0 1 ;
-0.503 | 4.03503 \ @1
-0.628 | 5718

N

-2 -1 1 i2 L) 4

- =

k es negativo, entonces
la grafica presenta un
decaimiento. -1

Figura 7.5. Grifica de flx) = 4~

Ejemplo 2: Obtener la grafica de la ecuacion exponencial de base 4 y constante
k= -2, es decir f(x) = 4%

Solucion:

Se tabula la funcién correspondiente.

crecimiento.

k es positivo, entonces
la grafica presenta un

-2

i

Figura 7.6. Grifica de ﬂxj =42

b4 f(x) y
0.503 | 4.035 2
0.6918 | 6.8083 A -
0 1 .-
-1.07 | 0.0519 | | |
-2.012 | 0.0037 o Aan
7
-1
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Funciéon exponencial natural

Como se vio anteriormente, las condiciones para que un nimero sea base de una
funcién exponencial es que sea positivo y diferente de uno, condiciones que dejan
como opcién al numero irracional llamado e, el cual tiene un valor aproximado de
2.71828...

En el interés compuesto, n veces los intereses se abonan en n periodos (afio, tri-
mestre, mes, etc.). En el interés compuesto continuo los intereses se abonan ins-
tantaneamente. Mientras mas grande sea el valor de n la ganancia tiende a ser
2.7182818..., que es el valor del nimero e.

La funcion exponencial natural es una funcion exponencial con base e:

Yy=a: ex

Los criterios de una funcién exponencial son:
y = a- e es creciente si k es positivo
y = a - e"™ es decreciente si k es negativo

El dominio de la funcién exponencial natural es D = {x : —= < x < =} que corresponde
al conjunto de todos los niUmeros reales.

Otra caracteristica de esta grafica es que nunca toma valores negativos en el eje Y
por tanto, el rango de una funcion exponencial natural es R = {y : 0 < y < =} 0 bien
el conjunto de todos los nimeros reales positivos.

Sabias que...

El ntimero e apareci6 en 1618, en trabajos publicados por John Napier, pero
su importancia no se ve reflejada sino hasta los trabajos de Jacob Bernoulli,
quien estudié un problema particular llamado interés compuesto en el que se muestra el
surgimiento del valor e.

Ejemplo 1: Identificar la funcion y = 2e"** como crecimiento o decaimiento expo-
nencial natural y dibujar su grafica. Hallar los valores de y, localizar los puntos de
coordenadas sobre la grafica correspondiente.
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Solucion:
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Se tabula la funcién correspondiente.

Interpretacion grafica:
Crecimiento exponencial natural

0.5 es positivo.

Figura 7.7. Gréfica de y = 2¢°3%

Ejemplo 1: Identificar la funcién y = 2e™** como crecimiento o decaimiento expo-
nencial natural y dibujar su grafica. Hallar los valores de y, localizar los puntos de

coordenadas sobre la grafica correspondiente.

Solucién:

Se tabula la funcién correspondiente.

Interpretacion grafica:
Decaimiento exponencial hatural
-0.5 es negativo.

A

Figura 7.8. Grifica de y = 2e™*%
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.Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones: Resuelve los siguientes problemas, anotando en tu libreta los pro-
cesos completos que sean evidencia de la aplicaciéon de las propiedades y concep-
tos estudiados.

1

Considera las ecuaciones y = e®, y = e¥**y los valores -2, -1, -0.5,0.75, 1y 3
para la constante k. Con ayuda de una hoja de calculo (u otro programa de com-
putadora apropiado), construye una tabla de valores para cada caso y realiza la
gréfica correspondiente de cada funcion. Imprime tus ejercicios y comparalos
con otras soluciones.

Identificar cada funcién como crecimiento o decaimiento exponencial natural y
dibujar su grafica.

a) y=4e"
b) y=4e™0=

. Depositas $17,500 en una cuenta bancaria que te produce intereses compues-

tos a 15% anual. Calcula el saldo en tu cuenta al cabo de 3 afios, si los intereses
se capitalizan:

a) Mensualmente
b) Semestralmente
c) Continuamente

4. ;Cual sera el monto en 4 anos, de $1,200 depositados en una cuenta bancaria

gue otorga 18% de interés anual, compuesto trimestralmente?

e Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién

consulta el anexo de respuestas.

—_——
- Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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= ’
* Aprende mas

Logaritmos comunes y naturales

Existen dos tipos de logaritmos que son muy usados en la practica. Primero, el
logaritmo comin de un numero es la potencia a la que hay que elevar el nimero 10
para obtener el numero propuesto, en general sea x un numero real, entonces el
logaritmo comun es la funcidén que asigna una potencia (o exponente) al cual hay
que elevar la base 10 para obtener dicho numero x.

Simbélicamente es log x

Ejemplo: leg1=0 porque 100=1
log10=1 porque 101 =10
log 100 =2 porque 102 =100
log 1000 =3 porque 103 = 1000
log 10000 =4 porque 104 = 10000
log 100000 =5 porque 105 = 100000
log 1000000 =6 porque 106 = 1000000

Segundo, el logaritmo natural de base e o Neperiano de un numero es la potencia
a la que hay que elevar el numero e, para obtener el nimero propuesto, en general
sea x un numero real, entonces el logaritmo natural es la funcién que asigna una po-
tencia (o exponente) al cual hay que elevar la base e para obtener dicho numero x.

Simbdlicamente es In x donde e= 2.718281828459...
In1=log,1=0 porque e°=1

En general, todas las propiedades que se presenten para cualquiera de estos loga-
ritmos, se cumplen para ambas bases (10 y e). Una propiedad basica de estos es:

Ine* = x para cualquier valor de x
eh*=yxparax>0

En general, log (b*) = x para cualquier valor de x y b*%" = x para x > 0, un caso
particular de la propiedad anterior es cuando x = 1, lo cual implicaria:

Ine'=lne=1 y el =gl =1

En general, log, (b)=0 vy log,(1) =0
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Logaritmos de otras bases

Para calcular logaritmos con base distinta a 10, se puede utilizar una calculadora
cientifica que tenga la capacidad de calcular de manera automatica logaritmos de
cualquier base o bien recurrir al cambio de base.

Sabes que y = log,(x) si y sdlo si x = b’, entonces, si tomamos x = b’y aplicamos
In a ambos lados de la ecuacion tenemos:

Inx=ylnb, despejando y= :n_; , sabemos que y = log, (x) entonces:
n

log, (x) = nx que también es valido para el logaritmo de base 10

Inb

Propiedades generales de los logaritmos

Propiedad 1. La base en todo sistema de logaritmo es siempre un numero positivo
mayor que cero. Ejemplo: 10 > 0.

Propiedad 2. El logaritmo de un numero, cuando existe, es Unico. Ejemplo:

log 1000 = 3
Ine=1
log,27 =3

Propiedad 3. El logaritmo del numero cero no existe. Ejemplo:
10" =0 entonces log0="7?
e’=0 entonces In 0= ?

77 =0 entonces log,0="7?

Propiedad 4. El logaritmo de la unidad en cualquier sistema de logaritmos es igual
a cero. Ejemplo:

log1=0 esdecir 10°=1
In1=0 esdecir e’=1
log,1=0 es decir 4°=1

Propiedad 5. Los numeros negativos carecen de logaritmos.
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log(-5)=7 porque 10°=-5
In(-2)=7 porque e’=-2
log,(—8)=? porque 6’=-8

Propiedad 6. La misma relacion de igualdad o desigualdad que se da entre dos o
mas numeros existe entre sus logaritmos en un mismo sistema.

20 > 10 entonces log20 > log 10
1.3010 > 1.000
Propiedad 7. Los logaritmos de los nimeros mayores que la unidad son positivos.
Los logaritmos de los numeros menores que la unidad, pero mayores que cero, son
negativos. Ejemplo:
log10=1 porque 10'=10
log1000 = 3 porque 10°= 1000
leg0.1 = -1 porque 10" = % = 0.1

log0.0001 = -4 porque 104 = i 0.0001

4

Propiedad 8. El logaritmo del producto de varios factores es igual a la suma de los
logaritmos de cada uno de ellos.

log (A x B) = log,A + log,B

a) (5%20x37)=In5+In20 +In35
b) log, (8 x 16 x 24) =log,8 + log,16 + log,64

Propiedad 9. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos
el logaritmo del denominador.

log, (g] =log, A-log, B

430
a) IH(E—J=|H43U—|H12 b) |ogs[%]=|ogs 625 - log, 25
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Propiedad 10. El logaritmo de una potencia es igual al producto de dicha potencia
por el logaritmo del numero base.

log, (A")=n-log, A

a) In254 = 41n25
b) log,103 = 3 log,10

Propiedad 11. El logaritmo de la raiz de un nimero es igual al logaritmo del ndmero
dividido entre el indice de la raiz.

1
log, ¥/A =log, A" = 1Icgb A=t
n n
log37
a) log¥37 = =5 b) log,45 =¥

Sabias que...

Los logaritmos constituyeron un recurso para realizar operaciones muy labo-

riosas antes de que se introdujeran calculadoras y computadoras. Por ejem-
plo, para hallar (0.00013)(0.5)™/ (1.047)>

1. Se aplicaban primero los logaritmos:

log [(0.0013)(0.5)"%/ (1.047)*] =
log (0.0013)(0.5)"* = (1.047)* =
log(0.0013) + log (0.5)"* - 3log 1.047 =
—3.8860 + 7.5257 — 0.0598 = 3.5799
2. Se hallaba por ultimo el antilogaritmo (funcién inversa) de este ltimo ntmero:

antilog 3.5799 = 3801.01

Asi (0.00013)(0.5)/ (1.047)° = 3801
(Los valores de logaritmos y antilogaritmos se consultaban en tablas)
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W-Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones: Resuelve los siguientes logaritmos comunes y naturales en tu li-
breta. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con tus

compafieros de clase.
1. Determina los siguientes logaritmos:
a) log0.9104 b) log5767 c) log3.003

d) log300100 &) log0.3 f) log0.000347

2. Calcula el valor de x en cada una de las siguientes expresiones:

a) logx =3.1886 b) logx =1.5736 c) logx =4.6931
d) logx =4.2351 e) logx = 3.6297 f) logx =1.4437
g) logx =3.8661 h) logx =2.8393 i) logx =0.1358
j) logx =2.8464 k) logx=2.6372 1) logx =4.2867
m) logx = 2.1679 n) logx=4.5791 o) logx = 3.7455

3. Escribe las siguientes expresiones en notacion logaritmica:

a}2'=8 b) 2x=y c) 828 =4

d) 5°=125 e) 6°= 1 f) 10= = 0.01
g) 42=1/16 h) 43 =64 i) 27=128
j) b*=m

4. Escribe las siguientes expresiones en notacion logaritmica:

a) log,81=4 b) log,1=0 c) logy=z
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d) log,1/243 = -5 e) log1000=3 f) log, 6 = 1/2
g) log,8=-5 h) log,x =y i) logx=y
j) log100 =2

5. Encuéntrense los valores de las literales indicadas.

a) log.n=3 b) log.n=-5 c) log,27 = -3
d) log,27 = -3 e) log 3=-1/4 f) log,4 = -2/3
g) log,1000 =3 h) log,6 =-1/3 i) log,n=28

j) log, 125 = -3

6. Empleando logaritmos efectiuense las operaciones indicadas en los problemas,
obténgase las respuestas con cuatro cifras.

3 g [(77.6)(86.5)
a) 3496 b) 4801 c) /—(44_3){33_2)

3 3 /615
d) /6.163/81.2 e) V7713 1.41 f) Eri
(215)™ ‘ L
g) (16200411 h) (10.66) i) ¥.1081

7. Utilizando el cambio de base, determina:

a) logb b) logb c) log8 d) log100

' Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el anexo de respuestas.

e

- Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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~N l ”
— o Reflexionemos sobre la actividad
y N\
=

¢ De qué te das cuenta?

Al realizar la operacion del logaritmo de un namero, con diferentes bases.
¢, Como influye en el resultado a medida que la base disminuye o aumenta?

& .
© Aprende mas

Concepto de funcion logaritmica

Dado un numero real x, mayor que cero, la funcion logaritmica es la inversa de la
funcién exponencial de base b.

Algebraicamente el logaritmo base b se denota como:
log, (x)

Dado que esta funcion y la funcién exponencial con b son inversas se puede afirmar
que y = log, (x) significa x = b¥ entonces, si existe una funcién:

f{y):x:b!{

La cual cumple con las caracteristicas de las funciones exponenciales, su funcién
inversa esta dada por:

f(x) = x =log,(y)

Que resulta ser la funcion inversa de la funcion exponencial.
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En la funcién logaritmica:

a) La base b debe ser un numero positivo y distinto de uno, igual que en la funcidn
exponencial.

b) La variable x nunca puede ser cero pues no existe un numero y real tal que b¥
sea cero.

c) La variable x sélo puede tomar valores positivos debido a que la base positiva
genera solo potencias positivas.

Por ejemplo:

4> =16 5'2=§12—=0.ﬂ4

Dominio y rango

Para obtener el dominio y el rango de la funcién logaritmica dado que es la funcién
inversa de la funcién exponencial, el dominio de la funcién exponencial se convierte
en el rango de la funcion logaritmica. Lo mismo sucede con el rango. Es decir, el
dominio de una funcién logaritmica es D = {x : 0 < x < =} que ee lee como el conjunto
de todos los numeros reales positivos. Este dominio se puede verificar, ya que la
grafica nunca toma valores negativos sobre el eje x.

El rango de una funcién logaritmica es R = {x : —= < x < =} que es el conjunto de
todos los nlimeros reales. En resumen:

y=b" (b>0, b=1) y=log,x (b>0, b=1)
Rango (0, ) (—o0, =)
[ 1 &
[—1, —J x se transformaen y (—, —1)
b b
Puntos en la grafica (0, 1) (1, 0)
(1 b) y se transforma en x (b, 1)

A continuacion se identifican los logaritmos y las bases de las siguientes expresio-
nes:
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9=232 2=log,9 2 es el logaritmo base 3 de 9
0.25=2" —2=log,0.25 -2 es el logaritmo base 2 de 0.25
20° =1 0=log,,1 0 es el logaritmo de base 20 de 1
0.1=10" -1=log,, 0.1 -1 es el logaritmo base 10 de 0.1
52 -25 2 =log,. 25 2 es el logaritmo base 5 de 25

.!w-Actividad de aprendizaje 4

Instrucciones: Resuelve los siguientes logaritmos comunes en tu libreta. Registra
y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con tus companferos de
clase.

1. Obtener el logaritmo y la base para cada numero:

a) 100000 = 10° b) 74=343 c) 64=43

d) 64 =28 e) 64 =28 f) 64 =82

2. Escribe cada expresion en su forma exponencial o logaritmica, segun el caso:
a) 4 = log.625 b) 252=625 c) 0.001 =107

d) 2=log,,0.111 e) 6'=6

3. Escriba cada ecuacion en forma exponencial; luego determine el valor descono-

cido.
a) log,16 =y b) log,x=5 c) log,,x=2 d) log.125=y
e) log,x=3 f) log,,x=4 g) log,81=4 h) log, 1/27 = -3
i) log,25=2
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Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

i Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

' .
* Aprende mas

Graficas de funciones logaritmicas

Cualquier funcién logaritmica con base mayor que cero y diferente de 1, que tenga
la forma f(x) = log, (x), describira una grafica similar a la que se muestra a continua-
cién y siempre pasara por el punto (1, 0) sin importar la base que se utilice.

........................... =,

Figura 7.9. Gréfica de fix) = log, x

Ejemplo 1: Grafique y = log,x e indique el dominio y el rango de la funcién.

Solucion:

Dominio. El conjunto de valores de "x", es {x/x > 0}
Rango. Conjunto de valores de "y", es el conjunto de fodos los valores reales IR .
Esta es una ecuacioén de la forma y = log,x, donde b = 2, lo que significa que:

y= .'ogzx
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Con esta expresion construiremos la tabla de valores seleccionados de "y" y determi-
nando los valores correspondientes de "x". Los tres puntos listados en el cuadro del
dominio y rango aparecen en la tabulacién.
X y E r
1/6 -4 4
1/8 -3 B
2
1/2 | il i ! x
1 0 4 2 o S 2 4 6 8 T
2 i 2
4 e 1)
8 3 4
Figura 7.10. Grifica de y = log x

Ejemplo 2: Grafique y = log, ,x e indique el dominio y el rango de la funcion.

Solucion:

Dominio: El conjunto de valores de "x", es {x/x > 0}
Rango: Conjunto de valores de "y", es el conjunto de todos los valores reales [ .

Esta es una ecuacion de la forma y = log,x, donde b = 1/2, lo que significa que:

X = (1/2)

Con esta expresion construiremos la tabla de valores seleccionados de "y" y determi-
nando los valores correspondientes de "x". Los tres puntos listados en el cuadro del
dominio y rango aparecen en la tabulacién.

i ‘I-.,,

X y | :
16 -4
8 -3 4
4 -2 ; |
2 -1 Nea

0 i =
1 0 -4 -2 0 12 4 & 8 1 17
1/2 1 | 2 i S W
1/4 2 BN _

Figura 7.11.
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Dado que la funcién logaritmica x = b¥ (y = log, x) es la inversa de la funcién exponen-
cial y = b*, su grafica se obtiene reflejando la grafica exponencial en larecta x = y

0} g =2 |

B )

ra

Figura 7.12.

En la figura 7.12, se muestran las graficas generales de y = b*yde y=log x, b> 0
en los mismos ejes. Observa que son simétricos respecto de la recta y = x, podemos
ver que el rango de la funcidn exponencial es el dominio de la funcién logaritmica, y
viceversa. Ademas, los valores de x y de y en los pares ordenados estan intercam-
biados en las funciones exponencial y logaritmica.

.Actividad de aprendizaje 5

Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios en tu libreta. Registra y reflexiona
tus respuestas para que después las comentes con tus compafieros de clase.

1. Escribe los conceptos que se piden de la funcion logaritmica y = log, x
* ;Qué restricciones hay sobre b?

* ¢ Cual es el dominio de la funcién? Y, ; cual es su rango?

+ Escribe la funcién y = log, x en forma exponencial.

+ ;Cual es el concepto de funcion exponencial?

2. Grafigue cada una de las siguientes funciones:

a) y= log,,x
b) y= log,x
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c) y= log,x
d) y= log,x

3. Grafique cada par de funciones en los mismos ejes.

a) y= 2°, y= log,, X,
b) y= (1/2) y = log,x,
c) y= 25 y= log,x,
d) y= (1/2), y = log,, X,

Para verificar los logros obtenidos en esfa actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

-
| Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Reflexionemos sobre la actividad

AN ¢ De qué te das cuenta?

—
-

Si analizaste las graficas puedes observar como la funcion logaritmica es la
funcién inversa de la funcién exponencial, pero esto no solo sucede en las
graficas, ;Qué sucede con las operaciones?

@ .
" Aprende mas

Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

En este apartado analizaremos varios casos en los que se aplican ecuaciones expo-
nenciales o logaritmicas, o bien se tendran que construir modelos a partir de datos
proporcionados.
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En ocasiones algunas ecuaciones logaritmicas o exponenciales deben resolverse
por métodos graficos. Esto ocurre cuando las expresiones resultantes mediante
transformaciones algebraicas son mas complejas que la expresion inicial, en térmi-
nos generales se debe:

1. Tener presente las propiedades de logaritmos

2. Aislar los términos exponenciales o logaritmicos

3. Interpretar en forma inversa exponentes y logaritmos
Ejemplos 1: Resuelva la ecuacién 5" = 20

Soluciodn:

Se calcula en ambos lados de la ecuacion el logaritmo y se despeja n.

log 5" = log 20

nlog 5=log 20
, _log20
log 5

n = 1.8612

Ejemplos 2: Resuelva la ecuacién 8" =%

Solucion:

Escribir el 8 como 2° y % como 2’

(2) =3

2
2% =277
Ix=-1
-1
X=—o
3

Ejemplos 3: Resuelva la ecuacion log, (x + 1)3 =4
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Solucion:
(x+1) =2* Escribir en forma exponencial
(x+1) =16
x+1=316 Raiz clibica de ambos lados
=-1+ {16 Despejar x

Los siguientes ejemplos muestran algunas aplicaciones practicas:
Ejemplo 4: Si al iniciar un cultive hay 1000 bacterias este niumero se duplica cada
hora, entonces el numero de bacterias al cabo de horas puede calcularse mediante

la férmula N = 1000 (2)!, ; Cuanto tiempo tardara el cultivo en tener 30000 bacterias?

Solucion:

Observa que se quiere determinar el valor de t; para hacerlo utilizaremos logantmos,
escribiéndolo en ambos extremos de la ecuacion.

log 30 = log (2)'

log30=tlog 2
¢ log30
log 2

t= 4.91

Sera necesario un tiempo de 4.91 horas para que el cultivo tenga 30000 bacterias.

Ejemplo 5: Los logaritmos se utilizan para medir la magnitud de los terremotos. En
la escala Richter, desarrollada por el sismoélogo Charles F. Richter, por ejemplo, la
magnitud, R, de un terremoto esta dada por la formula:

R =log,,/

Donde | representa el niumero de veces que es mas intenso el terremoto respecto
de la actividad sismica mas pequefia que se puede medir con un sismografo.

a) Siel terremoto mide 4 grados en la escala Richter, ; cuantas veces es mas inten-
so respecto de la actividad sismica mas pequefa que se puede medir?

b) ¢Cuantas veces es mas intenso un terremoto que mide 5 grados que uno de 47
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Solucion:

a) Es importante entender el problema, el nimero asignado en la escala Richter, R,
es 4. Para determinar cuéantas veces es mas intenso el terremoto respecto de la
actividad sismica mas pequefia que puede medirse |, sustituimos R = 4en laférmula
y despejamos |.

R=log,,!

4=log,,! Cambiar a la forma exponencial
10% =]

I =10000

Respuesta: un terremoto que mide 4 grados es 10000 veces mas intenso respecto de la
actividad sismica mas pequefia que se puede medir.

b) Cambiar a la forma exponencial y resolver:

5=log,,/
1=10°
I =100000

Respuesta: como (10000)(10) = 100000, un terremoto que mide 5 es 10 veces mas
intenso que un terremoto que mide 4.

Ejemplo 6: En el lugar de un accidente un socorrista atiende a una persona incons-
ciente y sin respiracion, en tanto otro efectia dos tomas de temperatura con dife-
rencia de un minuto, siendo éstas de 37°C y 36°C. El termdmetro ambiental de la
ambulancia marca 21°C de temperatura. Si la primera toma se hizo a las 7:00 p.m.,
¢ Cuanto tiempo lleva sin respirar la persona?

Solucion:

La temperatura corporal normal es de 37°C. Usando la férmula para el enfriamiento de
los cuerpos:

T,-T,

Obtenemos el sistema de ecuaciones logaritmicas:

36-21
37 - 21

Kt=In
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K[t L |=m2=2T
60)  37-21

Resolviendo las ecuaciones, encontramos el valor de las variables:

k=-0.0198, t=225

Por tanto, 2.25 minutos antes de la primera toma, la temperalura corporal era de 37°C.
La persona lleva cerca de 2.25 minutos sin respirar.

_,[j?‘.Actividad de aprendizaje 6

Los estudios de funciones de crecimiento y decaimiento exponencial se relacionan
con muchos procesos sociales. Tal es el caso del crecimiento de poblaciones vege-
tales, animales o humanas.

Trabajo de investigacion: el estudio del crecimiento y decaimiento exponencial, es
una herramienta util en trabajos de investigacion cientifica.

Instrucciones: En equipos de tres a cuatro personas realiza las siguientes activi-
dades:

1. Investiga en libros, revistas o gente que conozca del tema, tres ejemplos de
crecimiento exponencial tomando como referencia lo descrito en cada inciso y

preséntalo al grupo.

a) El nimero de contagios de una enfermedad cuando no se toman medidas
sanitarias.

b) El nimero de células de un feto, mientras se desarrolla en el Gtero materno.
c) El nimero de virus o bacterias que se desarrollan en un charco de cultivo.
2. Investigacion en libros, revistas o gente que conozca del tema, tres ejemplos de

decaimiento exponencial tomando como referencia lo descrito en cada inciso y
preséntalo al grupo
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a) La cantidad de energia eléctrica generada por una bateria.
b) La cantidad de células cancerigenas, después de aplicar radiacion.
c) La cantidad de material radioactivo en un reactor de fision.

3. Elaboren mapas conceptuales sobre el tema en hojas de rotafolio o cartulinas y
expliquenlos a sus compafieros de clase.

4. Cada equipo debera entregar al profesor evidencia de su investigacién y una
conclusion que describa la importancia del trabajo realizado y sus aplicaciones
en la solucién de problemas cotidianos en distintos ambitos: social, politico, cien-

tifico, etc.

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

- Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

<
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Cierre del bloque Vil

Reflexiona sobre lo aprendido

Una vez estudiada la parte principal de este bloque VII de funciones exponenciales
y logaritmicas, lo consecuente es que desarrolles las habilidades y actitudes nece-
sarias, para asi evidenciar que estas aprehendiendo dichas funciones .

Al final del presente bloque ya cuentas nuevos elementos de aprendizaje para que
poco a poco te apropies de ellos y puedas trabajar o utilizar funciones exponencia-
les y logaritmicas a situaciones tedricas, pero también a algunas situaciones reales.
Con estos elementos, te invito a que investigues acerca de algun tipo de aplicaciéon
de funciones de crecimiento y decaimiento exponencial que se relacione con algun
proceso social y comparte la informacién con tu docente y grupo.

Cuestionense acerca de la utilidad de estar desarrollando estos aprendizajes y la
importancia de manejarlos adecuadamente. Al final presenta a tu docente las obser-
vaciones del trabajo realizado para realimentar tu aprendizaje en cuanto a funciones
exponenciales y logaritmicas.

Autoevaluacion

Instrucciones: Resuelve los siguientes problemas, anotando en tu libreta los pro-
cesos completos que sean evidencia de la aplicacién de reglas y conceptos estu-
diados.

1. En tu casa te sirven en el desayuno unos huevos recién sacados de la sartén, a
40°C. La temperatura ambiente es de 20°C y la temperatura (en °C) de tu desa-
yuno esta relacionada con el tiempo (en horas), mediante el modelo:

T-20
40-20

—4.1605f =In

¢ Cuanto tardara tu desayuno en enfriarse a 30°C?

2. Cuando pones un refresco a enfriar en el congelador, si el refresco esta a 18°C
y se congela en 3 horas, estando el congelador a -4°C.

a) Determina la constante en la formula del enfriamiento del problema 3.

b) ¢En cuanto tiempo el refresco estara a 6°C?
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3. Laecuacién y =41.3 + e%'?" modela |la cantidad de personas (en millones) eco-

nomicamente activas en el pais, a partir de 2010 (t=1).
a) ¢Cuantas personas estaban produciendo ingresos en el pais en el afio 20107

b) ¢En cuanto tiempo la poblacion econdmicamente activa ascendera a 44 mi-
llones?

. Si en tres horas se congela un refresco en el refrigerador, estando el refresco a

15°C al introducirlo, ;Cual es la temperatura del congelador?

. La ecuacién y = 4 + In0.57" modela la demanda de bicicletas cada afio, entre

1951 (t = 1) y 1960. ;Cual fue la demanda en 19587 esta expresada en millo-
nes.

. Construir un modelo para el crecimiento de una poblacion de mapaches en un

zoolégico, con capacidad maxima para 80 de ellos, iniciando con una pareja. El
primer dato es para x = 0 (afios), y = 4 (mapaches). Un segundo dato podria ser
que al final del primer afio hubieran 4 mapaches x=1,y=4

. Una férmula que se utiliza en ocasiones para calcular la energia sismica liberada

por un terremoto es log £ = 11.8 + 1.5 m_, donde E es la energia sismica y m_es
la magnitud de la superficie de la onda.

a) Determina la energia liberada por un terremoto cuya magnitud de la superficie
de |a onda es 6.

b) Sila energia liberada durante un terremoto es de ;Cual es la magnitud de la
superficie de la onda?

8. El nivel de presion del sonido es s, =20Iogi, donde P_es la presion del

sonido en dinas/cm?. 0.0002

a) Determine el nivel si la presion del sonido es de 0.0036 dinas/cm?.

b) Si el nivel es de 10.0, determine la presion del sonido.

9. La escala Richter, usada para medir la intensidad (o fuerza) de los terremotos,

relaciona la magnitud, M del terremoto con la energia que libera, E, en ergios,
mediante la formula:

_loge-11.8
15

M
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Si un terremoto libera 1.259 x 10?! ergios de energia, ;cual es su magnitud en la
escala Richter?
9. En equipos utilice la formula de cambio de base para evaluar log, 45

10.Resolver la ecuacion log(3x—5)—-log(5x)=1.23

11. Resolver la ecuacion log, x = gh::ng7 64

Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacién
consulta el anexo de respuestas.

i Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

Si de la actividad anterior obtuviste los 71 puntos, considera tu resultado como
Excelente, y si lograste 9 a 10 puntos es Bien, de 8 a 6 es Regular y si tus respuestas
correctas fueron menos de 6 considera tu desempefio como No suficiente, lo que
exige que atiendas tus areas de oportunidad.

Excelente

;Como evaluas el nivel de tus conocimientos previos en Bien

funcion de las respuestas correctas que tuviste? Regular

No suficiente
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Introduccion

Una funcion periddica se puede definir como una funcion para la cual matemati-
camente fla) = fa + {), para todo valor de t. La constante minima { que satisface
la relacion se llama el periodo de la funcién. Una funcidn es periddica si cumple la
condicién de periodicidad, es decir, si después de cada cierto intervalo de tiempo o
espacio constante, llamado periodo, la funcién adquiere el mismo valor de partida.

Las aplicaciones de las funciones trigonométricas son extensas e interesantes. Por
ejemplo, los fenédmenos de vibracién tales como los de las cuerdas de una guitarra
para producir sonido y el sonido mismo se describen mediante funciones trigono-
métricas. También el estudio de los temblores es analizado mediante funciones tri-
gonomeétricas.

La electricidad, y particularmente el calculo de su intensidad en corriente alterna,
esta determinada por funciones trigonométricas, la luz y las ondas electromagnéti-
cas, como las ondas de radio y televisién, también obedecen modelos trigonomeé-
tricos.
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:Qué aprenderas y como organizaras tu
estudio?

Bloque VI

Contenidos curriculares que se abordan

Concepto de funcion trigonométrica.
Periodicidad de las funciones trigonométricas.
* Funcién seno.
* Funcion coseno.
3. Graficas de funciones trigonomeétricas.

* Funcion seno generalizada (senoidal).
4 Funcion coseno.

* Funcién coseno generalizada (cosenoide).
5. Modelado y solucion de problemas con
funciones trigonométricas.

Competencias disciplinares que se
desarrollan

* Construye e interpreta modelos matematicos
mediante la aplicacion de procedimientos arit-
méticos, algebraicos, geométricos y variaciona-
les, para la comprension y analisis de situacio-
nes reales, hipotéticas o formales

+  Formula y resuelve problemas matematicos,
aplicando diferentes enfoques.

* Explica e Interpreta los resultados obtenidos
mediante procedimientos y los contrasta con
modelos establecidos o situaciones reales

*  Argumenta la solucién obtenida de un proble-
ma, con métodos numéricos, graficos, analiti-
cos o varacionales mediante el lenguaje ver-
bal, matematico y el uso de la tecnologia de la
informacion y la comunicacion

» Cuantifica, representa y contrasta experimental
o matematicamente las magnitudes del espacio
y las propiedades fisicas de los objetos que lo
rodean.

* Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y
textos con simbolos matematicos y cientificos.

Evaluacion del aprendizaje

Durante este blogue realizaras los siguientes pro-
ductos de aprendizaje que pondran de manifiesto el
desarrollo de tus competencias.

«  Actividad de aprendizaje 1. Funcion seno

+  Actividad de aprendizaje 2. Funcion coseno.

+ Actividad de aprendizaje 3. Analisis de las ca-
racteristicas de las funciones periodicas.

*  Autoevaluacion.
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Para iniciar, reflexiona

Para comenzar, te invitamos a realizar lo siguiente y responder las preguntas:

1. Traza un triangulo que mida dos unidades por lado y determina:

a) ¢Queé tipo de triangulo es?

2. Traza la altura y responde:

c) ¢Qué propiedades geométricas tiene la altura del triangulo?

d) ¢Cuales son las medidas de los angulos del triangulo?

e) ¢Cuéal es la medida de la altura del triangulo?

o 2
" Aprende mas

Concepto de funcién trigonomeétrica

Estas funciones surgen de la relacién entre dos la-
dos de un triangulo rectangulo y un angulo interior
en una razon matematica.

Para entender el comportamiento de estas funcio-
nes es necesario recordar algunos conceptos im-
portantes:

cateto
e

hipotenusa
h

caleto x

Figura 8.1.



=
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Un triangulo rectangulo tiene dos lados perpendiculares entre si: x y y, que for-
man un angulo recto (cuya medida es de 90°). Estos lados se denominan catetos
del triangulo.

El tercer lado: h, opuesto al angulo recto, se denomina hipotenusa del triangulo
y su medida es mayor que la de los catetos: h> x, h> y.

Los lados se relacionan mediante el teorema de Pitagoras, que enuncia que “la
suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa™

h?=x2+ )2

Si tomamos al angulo a, tenemos las siguientes razones de los dos lados:

cateto opuesto de a
hipotenusa

Funcion seno del angulo a: sena = % =

2 x cateto adyacente de a
Funcion coseno del angulo a: cosa =—=

hipotenusa

Funcién tangente del angulo a: fana = Y . celsmnpassto ded
X

" cateto adyacente de a

Funcién cosecante del angulo a: csca = h_ hipotenusa

y cateto opuesto de a

h hipotenusa
X

Funcion secante del angulo a: seca =
cateto adyacente de a

. x cateto adyacente de a
Funcién cotangente del angulo a: cota = —= y
y cateto opuesto de a

Para el angulo b también se pueden definir las mismas seis funciones trigonome-
trica.

Periodicidad de las funciones trigonométricas

Si en el plano cartesiano dibujamos un circulo de radio r con centro en el origen y
trazamos uno de sus radios, tenemos una herramienta util para analizar a las fun-
ciones trigonométricas, denominado circulo trigonométrico.
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Cll Cl
) (+.+)

w Pl ¥)

J-'

(-r.0) 8 1 |0
[0} x Q X
Cv
ord SR
(0. -r)
Figura 8.2.

Para el triangulo OPQ, que es un triangulo rectangulo, se cumple el teorema de
Pitagoras, de modo que: 1 = x? + )2,

Para el angulo 0, definido por el punto P(x, y). A partir de estas definiciones pode-
mos analizar las funciones trigonométricas para entender y aplicar sus propiedades
a la solucién de problemas.

Funcion seno

Esta determinada por la coordenada y del punto P y el radio r cuya medida perma-
nece constante. De este modo, podemos afirmar que el valor de esta funcion depen-
de, principalmente, del valor de y.

En el primer cuadrante, los puntos tienen coordenadas positivas, de modo que la
razon y/r se mantiene positiva en este cuadrante. El angulo 6 es agudo (0°< 8 < 90°)
y la coordenada y cambia desde O hasta r; es decir, O <y <r.

El angulo de 0°, que es la frontera inicial de los angulos del primer cuadrante, esta
determinado por el punte (r, 0) por lo que:

sen0°=—=0

= |O

Y el angulo de 90°, que es frontera final de los angulos del primer cuadrante, esta
determinado por el punto (0, r), por lo que:
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r
r
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Por lo que se concluye que en el cuadrante | se cumple la condicion (0 <sen @ <1).

Con la informacion obtenida hasta el momento, obtenemos la siguiente tabla:

Cuadrante [:
30° 45° 60° §90°
1123 1
2 2 2
cll cl
- +) ++)
Pix, y)
(-r. 0) 180 -8 (r.0)
X
cIv
{_Gnlﬂl {"'- _]
{0, -r)
Figura 8.3.

La coordenada y se mantiene positiva, con 0 < y < r, y los angulos cumplen las con-
diciones 90°< y < 180° y 0 < sen 8 < 1. La funcion seno produce valores positivos
en el segundo cuadrante, siendo equivalentes a los valores del primer cuadrante
obtenidos con la expresion 8 = 180°- 6, donde B_se denomina angulo de referen-
cia. La expresion para el angulo de referencia anterior es valida para el cuadrante |1,

exclusivamente. Para la funcién seno en el cuadrante Il se tiene que:

] 120°

135° | 150° § 180°
60° | 45° | 30° 0°
LR .
Bl2) 1],
2 l2 |2
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Mediante un analisis semejante tenemos lo siguiente.
Cuadrante Ill: -r<y <0, 180°<8 <270° 6, =180°-0,-1<sen 6 <0.

225% | 240° § 270°
45° § 60° § 90°

V2] 3
El 3

Cuadrante IV: -r< y <0, 270°< 8 < 360°, 8, = 360°- 0, -1 <sen 6 < 0.

6 300“[315" 330° § 360°
ELTASN-M 60° | 45° | 30° | 0°

1
seno @ -ﬁ _£ - 0
2 2 2

Observa que calcular la funcién seno en angulos u mayores a 360° es equivalente
a calcular la funcién del angulo a — 360° asi que los valores de las tablas se repiten
infinitamente cada 360°.

Si tenemos un angulo mayor que 2z (mayor de 360°), ; qué ocurre con los valores
de la funcién?

Consideremos el caso del angulo de 390° [%J :

390° =360° + 30°, de modo que el punto que determina al angulo de 30° es el mismo
que para 390°. Dos angulos determinados en el circulo trigonométrico por el mismo
punto se denominan angulos coterminales. 30° y
390° son angulos coterminales. Si ambos angulos
estan determinados por el punto P, entonces sus
funciones trigonométricas tienen exactamente los
mismos valores:

sen 390°=s5en 30°= l

V3

cos 390° = cos 30° = T

Figura 8.4.
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Lo mismo ocurre si utilizamos angulos negativos. Esta caracteristica de la funcién
seno se denomina periodicidad.

Funcion coseno

Del circulo trigonométrico tenemos:

Cuadrante |
Cuadrante Il

6.

a- 8°rad ﬂm,

1200 | & 60° |
3 2

135 | 3= 45° _ﬂ
4 2

1500 | 2 30° _ﬁ
6 2

180° % 0° -1

Cuadrante Ili Cuadrante IV
B°rad O°rad Bm,
J3
2
25 | 2% s | 2 s1i52 | = s | 2
4 2 4 2
240° 4i 60" - l 33o0° E 30° ﬂ
3 2 6 2
3z
270° ? ap® 0 3s0”° 2 0° 1
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Graficas de funciones trigonométricas

Antes de graficar a las funciones trigonométricas comencemos definiendo un ra-
dian. Un radian se define como el angulo central que se genera cuando el arco de
circunferencia tiene una longitud igual al radio. Observa la siguiente figura:

Figura 8.5.

El angulo en color azul tiene una medida de 1 radian. Sabemos que el diametro de
la circunferencia se puede colocar sobre el perimetro de ella de modo que se cum-
ple que:

Perimetro _

diametro

Es decir, el diametro de la circunferencia cabe en su perimetro x veces. Esto signi-
fica que si colocamos diametros sobre el perimetro de la circunferencia podremos
colocar 3 diametros completos y faltara una curva de longitud w = 0.14159265,
como se muestra en la figura; que define el valor de la constante z. Recuerda que
x es la razon del perimetro de una circunferencia al diametro de la misma; es decir,
representa las veces que el diametro de la circunferencia cabe en su contorno o
perimetro. Dado que el diametro mide lo que dos radios, entonces en el perimetro
de la circunferencia caben 2z radianes.

90° = n/2 rad
—_ 0°=0rad
180° = mrad 360° = 2x rad
270° = 3/2x rad
Figura 8.6.
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De este modo podemos establecer una relacién de equivalencia de las medidas
angulares entre grados y radianes:

1rev=360°= 27 rad

5 rev=180°=r rad

Asi, si deseamos saber cual es la equivalencia en radianes de 30° realizamos la
siguiente conversion:

7 rad 307z L rad ; 30° equivalen a 7 radianes

300=30¢ .72 129 _ 397
f1sof 180 07

Sabias que...

Cuando la medida de un éngulo esta expresada en radianes no es necesario
escribir la unidad rad. El radidn es la unidad por defecto de la medida angular
en Matematicas.

Ejemplo 1: ;Cual es la equivalencia de 45° en radianes?

Solucion:

45z I(5)x =z
45°=45¢. L _ % =X o 7
7 1807 180 9(20) 4 Por lo tanto, 45 o

Ejemplo 2: ;Cual es la medida, en grados, de 37”?

Solucion:

3z 3z 180° ((3)(180) 4, (3(90)), 5
T ={ 27 == =270° Por lo tanto, 3;=27o°

Una vez entendido el concepto de radian podemos graficar a las funciones trigono-
métricas.

217



qu u e VI I I Aplicas funciones periodicas

Utilizando los valores calculados para la funcion seno, mediante el circulo unitario,
tenemos la grafica siguiente:

iky
f(x) = sen x

1 ,,-'.*-.\' S

at S
\
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Figura 8.7.

Recordando la periodicidad de la funcién seno tenemos que la grafica de la funcién
seno hasta 390° es:

f{x)=senx
1 - . :
0 g T
/ F 4
A N\ Fa
../’ \ ¥ \\
054~ e e T e o e o A e e e 300 X
i \, ¥ %,
! 1™ ¥ A"
/ N f LY
\ /
it \.. / \‘ "_
-0.25% 025 [ 0758 135 152 175 A 125 15 275 !m\ 125
: / ; / .
S \
"I / N
x L F 4 i, %
2/ \
) E .\.
.\\
- “ 1 i \\_\_\_\_._.Jl
Figura 8.8.

En figura 8.9 la curva azul, que representa los valores de la funcion seno para
angulos comprendidos entre 0° y 360° (0 y 2x), denominada curva seno base, se
reproduce totalmente para angulos desde 360° hasta 720° (27 a 4x).
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__________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]

fix) = sen x

3607

0

035 0.25m 0S5 s

05

Figura 8.9.

25 175 h 125w 35

bRS i Al5 45 475

Por ultimo, tenemos que la grafica para valores negativos y positivos es la siguiente:

f(x) = sen x

151 -3, 1% i

=15

i 5 // 1] 0.5 b\\

Figura 8.10.

Una vez que hemos comprendido como es la grafica completa de la funcion seno,

analicemos sus elementos:

Dominio. Domf: xe (-, «). La grafica se extiende horizontalmente continuamente

desde —« hasta .

Rango. Rangof: ye (-1, 1). La grafica varia verticalmente desde -1 hasta 1.
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Interseccién con el gje Y. El origen del plano cartesiano, que es el punto (0, 0).

Intersecciones con el eje X. Todos los puntos (nz, 0), donde n =..., -3, -2, -1, 0, 1,
2.3..

Puntos maximos. +Alp ,paran=...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3...

Puntos minimos. _4.'12_+3p Jparan=..,~3,-2, -1, 0, 1.2, 3...

Periodo (T). 2x, que es la longitud de la onda que se reproduce periédicamente (en
la grafica es la onda azul): T = 2z. La funcién seno repite sus valores cada 2r uni-
dades del eje X.

Frecuencia (f). Es el inverso del periodo:

Fomh el

T 2p

Representa el numero de ondas seno base que se tienen cada 2 unidades; es de-
cir, hay una onda seno base cada unidades sobre el gje X.

Amplitud (A). Es la maxima distancia del eje X a la grafica de la funcion, sin importar
la direccidn; es decir, hacia arriba del eje X, el maximo se encuentra en 1 (distancia
de una unidad) y hacia abajo del eje X la maxima distancia se presenta en -1 (dis-
tancia de una unidad): A=1.

Funcion seno generalizada (senoidal)

Se ha analizado, hasta el momento, la funcién f(x) = sen x. Sin embargo, afiadiendo
parametros numéricos a esta funcién, podemos realizar algunas transformaciones
graficas y hacerla util para la aplicacion a problemas tales como el estudio del soni-
do, la electricidad, el movimiento de rotores, etcétera.

Cuando afiadimos parametros numéricos a la funcion f(x) = sen x, obtenemos una
funcion cuya grafica se denomina senoide, onda seno, onda sencidal, sinusoide u
onda sinusiodal.

La expresion de la funcidén seno generalizada o senocidal es:

fixy=a-sen (bx+c¢)+d
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Donde:

a es el parametro de amplitud,

b es el parametro de periodo,

c es el parametro de fase inicial (desplazamiento horizontal) y
d es el desplazamiento vertical y d # 0.

Sia=1,b=1,c=0yd=0, se tiene la funcion base f(x) = sen x, que se acaba de
analizar.

El parametro d representa el desplazamiento de la grafica con respecto al gje X. La
grafica base tiene su inicio en el punto (0, d). Si d = 0, el eje horizontal de la grafica
es el eje X. Sid > 0, la grafica base de seno se desplaza hacia arriba ysid <0, la
grafica se desplaza hacia abajo. El parametro a, de amplitud, modifica la distancia
maxima desde el eje base de la grafica, ubicado en y = d, hasta la grafica senoidal
(hacia arriba y hacia abajo del gje).

Y
fix)=asen (x)+d
_’_.—"_1—_‘&&
f"J/ %
s N,
Fd a Y "
/ hY /
/ \
/ \ /
____-"—__d_-____i____-\T_—_ —_——— —— —gjeban
/ Y /f
.?fr L\\ f':
‘ \I. -
X /
S
e _,,-""f

Figura 8.11.

« Si a > 1, la grafica se alarga verticalmente, con respecto a la grafica de

f(x) = sen x.
« Si0 < a <1, lagrafica se acorta verticalmente, con respecto a la grafica de
f(x) = sen x.

+ Si-1<a<0,lagrafica se acorta e invierte verticalmente, con respecto a la gra-
fica de f(x) = sen x.

« Sia< -1, |lagréfica se alarga e invierte verticalmente, con respecto a la grafica
de f(x) = sen x.
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El parametro b de periodo permite comprimir o alargar la grafica base senoidal
horizontalmente. Con este parametro se puede determinar el periodo de la grafica

mediante la expresion:

Si 0 < b <1, la grafica se alarga horizontalmente y si b > 1 la grafica se acorta ho-

rizontalmente.
+y 4 . " . i
Parametro ¢ (desplazamiento horizontal) {
1 s /—H R i By an f{i“l :59“‘!2
Ff ‘\1 i | ..' iR '_\“ ! \ _.'”.l' \‘ { !
05 ..'.lrl.."'r. '.I'. i \.,.\ I.'I S L l."...,."r. I:. I LA I.'I- @.‘l.l};" | \
| | LA | f | \ ! 1! 52 |
I/ \ "'\ { | I A\ If I . A
i \f / \/ \ Eoind ®
1 Ll i i { 1 F 4 { | k
o 05 Ty i 4 250 n 1k a a1 . i
| \ ' fli - ' / \ [\
i |I \ ! ."I.l'. \‘\ K \ 1 [ \‘\
A‘s \\ . f;I'. \\ £ \_\
/| EEL R N LA /T \
F i | \ | \ \ f .'l \ \ / \
| _ \ L AL/ \ XK
Figura 8.12.

Si b <0, la gréafica se invierte horizontalmente, de modo que la grafica base se traza

de derecha a izquierda.

=115 " 0T75x 058 015

Figura 8.13.
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El parametro ¢, de fase inicial (o desplazamiento horizontal) se emplea para des-
plazar la grafica horizontalmente. El inicio de la grafica se localiza en la solucion de
la ecuacion:

: &
bx+c=0; esdecir,en x;, =——
b

El final de la grafica depende del periodo, de modo que el final de la grafica estara
dado en la solucién de la ecuacion:

bx +c¢ =2r; esdecir, x, = T—c que es lo mismo que
2r 2m-c
Xy=Xg+T =——+—=
b b

Si ¢ > 0, la grafica de la funcién base senoidal se desplazara horizontalmente hacia
la izquierda y si ¢ < 0, la grafica de la funcion base senoidal se desplazara horizon-
talmente hacia la derecha.

154
4l f{x) = sen (x) 32 £ i il
2 —— - - T
RNV Eh % ~
® \ » 7 s
wrd 4 i . B
7 / \'\ %" i, \ /
4-9? / 0 \\ ‘!';‘ b3 /
i Y\ / \ J
-’\‘-\_." Y X i i3 /
\§/ A =/ \ /
I \ i/ \ \if r
4 0F f8 02 0 0¥ % 0Th Ll Y 1TR B 22 ¥ 1T W 3 ¥ 3T b
K / b !
¢ ; ; bt / ¢ ’ PN ; /
A /f Nt Aos / N ol oA } N NS
b 4 \\__ i b i W 4
e o 4 A P L
-15
Figura 8.14.

Analisis de la funcion senoide:
Dominio. Domf = (—e, =)
Rango. Rangof = [d - |a|, d + |a|]

Interseccion conelegjeY.x =0, y=a-sen (c)+d, (0, a- sen (c))
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Intersecciones con el eje X. Pueden determinarse después de trazar la grafica.
Puntos maximos. Pueden determinarse después de trazar la grafica.

Puntos minimos. Pueden determinarse después de trazar la grafica.

Periodo (T). T = %’r

. b
Frecuencia (f). f =—
(ﬂ 2

Amplitud (A). A =|a|

Ahora veamos el procedimiento para graficar funciones seno generalizadas, toma-
remos como ejemplo la funcioén:

f(x)=a-sen(bx+c)+d

Procedimiento Ejemplificacion
1. Identifica los 1 2
parametros a, b, ¢, y d. a=2 b=5 G d=-1

2. Calcula el periodo:

T=E=E=4n’
2r b 1
T=— By
b 2
3. Calcula los puntos _F
T i P 4 2 =
principales por los s S
que pasara la grafica i & 2
senoidal, resolviendo 2
las ecuaciones: oy E® . X% %% . .. 0%
2 4 2 2 4 g
c T
X, =——, bx,+c==, Do g X, 57 5 X_5_ﬂ'
b - 2 4 " 2 4 e
X, m_3m X, Iz Iz
bx2+c=;r,bx3+c=3?’fy > 4 & "t B A " AEEE
X_4_£_2 ﬁ.—g_x - X _Q_JT
bx, +c=2x 5§ R T £ 9
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24
114
4. Traza el plano | ,, ‘
. e 0 i Iz T iz 15 % 4 i
cartesiano, y en él, la |
r . A1
linea horizontal y = d .
a4
Figura 8.15.
2}
14
5. Localiza, sobre el eje AN N RN R NNEE R RN EE NI EREYRY
|0 Li= i L5x Iz 1ix iz 15 4 45 5
trazado, los valores x, T 3 T § T
X1, Xz' XST X4. x-'l r1 Ii‘. xi X‘
)
Figura 8.16.
6. Con el valor del i
A S | =-1+2=1
parametro a limita los 1t ~mxk;
valores de la grafica, EEATSEN | . ENESNEEEAND T .
colocando Iineas :D 0w " Lix iz 13z iz 15a L 4.5z
“1t & \ & . &
punteadas en X, X, X, X, X,
y=d+ayen 2
y=d_3 4 y=-1-2=-3
Figura 8.17.
24
i (i, d + ) y=d+lal  y=1
7. Colocar los puntos . i
(xﬂl d)! {Xh d + |a” y | u Toxal | | i L3 2 2k | 1 (352 pe TR :
(x,, 0). AEEEN . .
x,, d) fx,, d) (x, d)
Mod=l8l)  y=d-la] y=-3

Figura 8.18.
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8. Traza la grafica,

empezando en X, en (i, d + [al) y=d+lal | y-4
= e - 1 *— -
direccion hacia x, 1
considerando que:
0 [ % L L5z £ 152 3 35n 4n 458 b
—_— ' Ji 1
Sia > 0, debes trazar ota o o

la grafica seno base
original y sia <0,
debes trazar la grafica
seno invertida.

fif..ﬁ'_lﬂl)_ S y=d=|a| y==3

Figura 8.19.

Los siguientes ejemplos ilustran el proceso recomendado para graficar funciones
senoidales.

Ejemplo 1: Analiza y traza la grafica de la funcién fix) = 3 - sen x.

Solucién:

Anaélisis de la funcién senoide:

Dominio: Domf = (==, =)

Rango: Rangof= [0~-|3|, 0 +|3]] =[-3, J]

Interseccion conelegje Y: x=0,y=3-sen (0) + 0= 3(0) = 0; (0, 0).
Intersecciones con el eje X: Pueden determinarse después de trazar la gréfica.
Puntos maximos: pueden determinarse después de trazar la gréfica.

Puntos minimos: pueden determinarse después de trazar la grafica.

Periodo (T): T = 2P = 2P _ oy
b 1
Frecuencia (f): f = e
2p 2p

Amplitud (A): A=|3|=3
Los parametros son: a=3, b=1, ¢=0, d=0

Dado que a = 3, la grafica tiene como eje principal al eje X.
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Calculamos los puntos principales de la grafica:

Dado que a = 3, trazamos la grafica senoidal sin desplazamientos y alargada vertical-
mente:

¥
4
. : flx) =3 sen x
2
fHF (A RRRBRN ULV RRREE ey
A 'S \g: X, 5.‘»-/// [ ‘\\\n._‘
7000 | Jasl | oz || WS tgse | iude] | it sl | ane | sl | 29
A -
2
Y =i
Intersecciones con el eje X: x=...,— 3x,— 2x,—x,0, %, 2x,...
. . T 2rn &
Puntos maximos: X=—+—=—+2zn, n=...,-2,-1,0,1,2,...
2 1 2
3r 2zn 3m
——=—+27zn, n=..,-2,-1,0,1,2,...

Puntos minimos: X = 5 +

Ejemplo 2: Analiza y construye la gréfica de la funcion f(x)=—4 sen(x+ -}J

Solucién:

Dominio: Domf = (==, =)

Rango: Rangof= [0 - |4]|, 0+ |4]] =[-4. 4]
Interseccién con el gje Y- x=0, y= —4-sen(%)+0= —4[%}—2\5, (0,-2v2)

Intersecciones con el eje X: Pueden determinarse después de trazar la grafica.
Puntos méximos: pueden determinarse después de trazar la gréfica.

Continda...
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Puntos minimos: pueden determinarse después de trazar la grafica.

Periodo (T): T=%”=ET”=2::

b 1
i tfme——=—
Frecuencia (f) P
Amplitud (A): A=|-4| =4

Los parametros son: a=—4, b=1, c=%, d=0

Dado que d = 0, la gréfica tiene como eje principal al eje X. Calculamos los puntos prin-
cipales de la grafica:

T
c 4 s x 3z
° b 1 4 g P "4 ? i > 4
T Fid 5x g
X3+:=? 3=—4— X4+—'=2?l-' — X4=—4-

Dado que a = -4, trazamos la grafica invirtiendo verticalmente la curva base senoidal,
que debe ser una gréfica desplazada w/'4 a la izquierda, alargada verticalmente e inver-
tida con respecto a la senoidal base:

¥
i fix) = -4_3;5_41 {x +x/d)
“'\_\\ L . g
i g 5 fiz) =sen x
X f—_.___—_‘];- x A% "-HT
IFYERR 0 02 05 07 W W 23,
.‘-_.2 i
-4 — r——r
. . 3z
Intersecciones con el eje X: R +nz, n=...,-2,-1,0,1,2,...
: 5
Puntos méaximos: R 2=1012. ..
: 3
Pumﬂsmfnfmm' T"‘nﬂ', n=+--,_21_11011:21"'
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.Actividad de aprendizaje 1

Instrucciones: Determina la amplitud y el periodo para cada ecuacién y traza su
grafica:

a) y=6-senx
b) y=5-sen(3x)

c) y=-1.5-sen(4x)

1 1
d =—-sen| —x
)y 5 (2 J

e) —sen(£+£J
y==oM5"3

"\ Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

-
- Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.

ra a
© Aprende mas

Funcion coseno

Los elementos de la funcién coseno son los siguientes:

Dominio. Domf: xe (-, «). La grafica se extiende horizontalmente continuamente
desde —= hasta =.

Rango. Rangof: ye (-1, 1). La grafica varia verticalmente desde -1 hasta 1.
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Interseccion con el eje Y. El punto (0, 1).

Intersecciones con el gje X. Todos los puntos (—nﬂ 0), donde n=.., -3, -2, -1, 0,
1,2,3.... <

Puntos maximos. 2nz paran =...,, -3,-2,-1,0,1, 2, 3.....

Puntos minimos. nz, paran=...,-3,-2,-1,0,1,2,3....

Periodo (T). 2x.

Frecuencia (f). Es el inverso del periodo:

1 1

f:—:—
T 2r

Amplitud (A). Es la maxima distancia del eje X a la grafica de la funcion, sin importar
la direccion; es decir, hacia arriba del eje X, el maximo se encuentra en 1 (distancia
de una unidad) y hacia abajo del eje X la maxima distancia se presenta en -1 (dis-
tancia de una unidad): A= 1.

¥

Py fix) =cos x e

025 0 D25x 0.5x 0.75n = 1250 ¥im L75n Iz 2 25%

Figura 8.20.

Funcion coseno generalizada (cosenoide)
Su expresion general es:

fixy=a-cos(bx+c)+d
Donde:

a es el parametro de amplitud,
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b es el parametro de periodo,

c es el parametro de fase inicial (desplazamiento horizontal) y

d es el desplazamiento vertical y d # 0.

Analisis de la funcion cosenoide:

Dominio. Domf = (—e0, )

Rango. Rangof = [d - |a|, d + |a|]

Interseccion conelegjeY.x=0,y=a-cos (c)+d, (0, a-cos (c)+d)
Intersecciones con el eje X. Pueden determinarse después de trazar la grafica.

Puntos maximos. Pueden determinarse después de trazar la grafica.

Puntos minimos. Pueden determinarse después de trazar la grafica.

Periodo (T). T = %’r

. b
Frecuencia (f). f =—
Y 27

Amplitud (A). A = |a|

Sia=1,b=1,c=0yd=0, se tiene la funcién base f(x) = cos x que se acaba de
analizar. Los parametros de la funcion cosenoide afectan la grafica de la funcion
coseno base de la misma manera que en la funcién senoide. El procedimiento para
graficar las funciones cosenoides es semejante al del trazado de la grafica de la
funcién senoide.

Con los siguientes ejemplos se ilustra el proceso de analisis de las funciones cose-

noides:
Ejemplo: Analiza y traza la grafica de la funcién f(x)= %cos(%)+ 2,
Solucion:
. o 3 3 17
D : Domf = R 'R f=|2—|=,2+=|=|=,—=
ominio: Domf =(—so, ) ango: Rango [ t‘? ; +‘2] [2,2]
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232

Interseccion con el gje Y: x=0,y=a-cos (c) +d, (0, a- cos(c) +d)

y=g-ms(0}+2=g-(1)+2=g+2

7 7
| 01 P
’72 ( 2)
Intersecciones con el eje X: pueden determinarse después de trazar la grafica.
Puntos maximos: pueden determinarse después de trazar la gréfica.
Puntos minimos: pueden determinarse después de trazar la grafica.

2
Periodo (M): T =7 =57

4

Frecuencia (f). f = el
8

3 3
Amplitud (A): A==|==
pitd (4): A= 3|3
3 1
Lasparémetmsson:a=§,b=z,c=o,d=2
c 0 1 1
xa=_3=_I=a EX,+0=% - X, =2r Zxa+0=ﬂ' - Xy=4r
4
1 3 1
zx3+ﬂ=? - X,=6x Ex_,+0=2x - X,=8r

Dado que a = 3/2, trazamos la gréfica de la curva base cosenoidal, sin desplazamiento
horizontal, alargada verticalmente y desplazada verticalmente, como se muestra en la
figura:

f{x) = 3/2 cos (x/4) +2
i P | | i P i - Sy
4 ™,

b, ¥ | 1 p, % .4 b,
’/ \ y 3 ; 5 5
_.J, - ¥ . X A M

-
bt S

Ixi=10x -9% =z =-Tn =fx =3  -4n -3x =-2xr ~-=m 0 L4 iz 4z = 10x
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Iw.Actividad de aprendizaje 2

Instrucciones: Realiza los ejercicios en tu cuaderno.

1.

a)

b)

b)

c)

Contesta las siguientes preguntas:

¢ Cuales son el dominio y el rango de las funciones seno y
coseno?

¢ Coémo se comporta la funcion seno? ;y el coseno?
¢ Cual es el procedimiento recomendado para trazar la

grafica de la funcion seno generalizado? ¢y del coseno
generalizado?

. Traza la grafica de las funciones dadas:

f(x)= cos(x— %J

Compara lo obtenido de la funcion anterior con la funcién
seno. ;Qué puedes concluir de este ejercicio?

-+ 1
f(x)_icos(Zx)+E

1

Hx)= %cos(Sx —%J—z

Figura 8.22.

; Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

sy

Guarda el desarrollo y solucian de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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i .
Aprende mas

Modelado y solucion de problemas con funciones
trigonometricas

Las aplicaciones de las funciones trigonométricas son extensas e interesantes. Por
ejemplo, los fendmenos de vibracién tales como los de las cuerdas de una guitarra
para producir sonido y el sonido mismo se describen mediante funciones trigono-
métricas. También el estudio de los temblores es analizado mediante funciones tri-
gonomeétricas.

La electricidad, y particularmente el calculo de su intensidad en corriente alterna,
esta determinada por funciones trigonométricas, la luz y las ondas electromagnéti-
cas, como las ondas de radio y televisién, también obedecen modelos trigonomé-
tricos.

Los movimientos periédicos, es decir aquellos que cada cierto intervalo de tiempo
repiten los valores su posicion, velocidad y aceleracion, variando desde un valor
minimo hasta un valor maximo en cada oscilacién, se dice que son movimientos
armonicos simples (MAS). Por ejemplo, los péndulos, los resortes, las cuerdas de
una guitarra, etcétera. El modelo que obedece el MAS es:

x=a-sen(w-t+x)
Donde x es la posicién de un punto del objeto que vibra en MAS, a es la elongacion
maxima o amplitud, w es la frecuencia angular (nimero de ciclos por unidad de

tiempo) y x, es la posicion inicial o de equilibrio.

Los siguientes son algunos ejemplos de la forma de analizar y resolver problemas
con el uso de las funciones trigonométricas.

Ejemplo 1: Un objeto se suspende de un resorte fijo, se elonga y se suelta de modo
que produce un movimiento vibratorio donde:

a=25cm w=%Hz xn=%

Construye la grafica del movimiento del resorte y calcula su posicion a los 4 segun-
dos.
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Solucioén:
" o . 3 T
La expresion para la posicién del objeto es: x =25-sen 7 t+ -
Que de acuerdo al estudio de la funcién seno, tiene una gréafica con amplitud de 25
unidades, asi como un desplazamiento horizontal hacia la izquierda de =/6 respecto a
Ia funcién base de seno.
El periodo de la funcion es: T = % = 8?” (la gréfica se alarga horizontalmente)
4
Exa+£=0 = X, 25 E:l.',+£=£ — x,=4i
4 9 4 6 2 9
SirEon o xo108 3, .m S f6x
B 6 9 4 6 2 9
3 22x
4 X, +—== 2r — X, = —-§*—
Gréfica:
a0l
Pl v ¥ =25 zen (34t + w/E)
20
10
—022n 1.in 43 244 X
. . E . . - . - ' = ' -
15z | =025x ] 0.25% 05z .75 T o] 4 ]I.it L75z In 225z 15x 1
'_é‘ﬂmfm ________ -
=20
-30
La posicién a los 5 segundos es de:
£(4)=25-sen[3(4)+ % | =25.sen[ 3+ T )=-9.32
4 6 6
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Ejemplo 2: La ecuacién para calcular la intensidad de la corriente eléctrica alterna
en un dispositivo de computo esta dada por la expresion:

I(t)=1,-sen(kt)

Donde fp es el valor de pico de la corriente o su amplitud, en amperes, k es la cons-
tante de frecuencia, en Hertz (Hz) y t es el tiempo, en segundos. Si el pico maximo
de corriente es de 10 amperes y kK = 1/2. Construye la grafica del comportamiento
de la corriente en este dispositivo.

Soluciodn:

La funcién del problema es:

I(t}:fﬂ-sen(%)

Donde la amplitud 10 y el periodo es T = 2= 4z

| =

Donde no hay desplazamientos:
=0 xX=r¢ X=2r X,=3r X,=4r

Grafica:

Ejemplo 3: Por una de las cuerdas de una guitarra se propaga una onda transversal
con amplitud de 7 cm, frecuencia de 40 Hz y velocidad de propagacion de 25 cm/s.
Calcula la ecuacion de onda y traza su grafica.El modelo de las ondas que se pro-
pagan en cuerdas esta dado por la expresion:

f(t) = a - cos (bf)
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Donde a es la amplitud, b = 2xf, f es la frecuencia y f es el tiempo.

Encuentra la ecuacion de las ondas sonoras producidas por una cuerda de una gui-
tarra con una amplitud de 7 cm y frecuencia de 40 Hz.

Solucion:
La ecuacion buscada es:
f(t)=7-cos(2z(40)t)=7-cos(80xt)
La grafica no tiene desplazamientos, por lo que:
T 1 1
aaﬂ'rﬂ=o —* ta=o BO:rf, =-2'-' - t,=?§5 802!-'f2=ﬂ' —» fE =E
3z 3 1
80?:!‘5.:? — ta:ﬁ 80?[-{4:2?7 —» t4=ﬁ
La grafica es:
tr
54: fit) = 7 cos (80xt)
A81-
- {0 S P + i ! , \
21 / \ f :
0002z o 00025 000s% | 00075z 001 00125z | 0015% 0.0175%
.-'f | i I'\._. I : 1 I,'
j M \ ] ‘
I
Bt
| = £
-84
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.Actividad de aprendizaje 3

Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios en tu libreta. Registra y reflexiona
tus respuestas para que después las comentes con tus compafieros de clase.

1. Analiza el efecto de las constantes en la grafica de las siguientes ecuaciones.
2
a) y=sen(x)+1 d) y=cos(x—§:rJ

b) y=sen(x)-1 2
e) y=cos X+§Jr +3

[ - J
C) y=cos| x+—n
3
2. ;Cual es la grafica de las funcién y = %sen(x) ?

a)

b)
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13% z 0.7 {15 03z o 0= Lir e 3 E 12 135

d) r

3. ¢Cual es la ecuacion de la grafica que se muestra?

X
a =2 cos| — il
) ¥ (2J o

b) y =2 cos(2x)

X
c =cos| — [+1
) ¥ (2J

- : =1 e

d) y=cos(2x)+1

A Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
consulta el apéndice al final del libro.

- Guarda el desarrollo y solucién de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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240

Cierre del blogue Vili

Reflexiona sobre lo aprendido

Al final de este texto, se presentaron situaciones en las que se incluyo el concepto
de aplicas funciones periédicas. A lo largo del texto se han abordado los conceptos
basicos al respecto de las relaciones y funciones. Siendo que estas ultimas son el
motivo principal del presente material, realiza una sintesis en la que describas las
ventajas de conocer los elementos de las funciones periédicas descritos y como los
aplicarias para mejorar determinadas situaciones.

Es importante considerar que el trabajo de funciones es extenso y, en ocasiones, la
teoria formal se vuelve un tanto compleja; sin embargo, puedes comenzar con las
bases respecto a qué elementos de una funcion periédica debes conocer, si existe
alguna forma de organizarlas y, en general, los elementos aplicables a ellas. Integra
todo lo anterior a través de una investigacion cuyo proposito sea identificar la impor-
tancia de trabajar adecuadamente con funciones de cualquier tipo.

Autoevaluacion

Instrucciones (1): En tu libreta escribe una solucién para los siguientes plantea-
mientos. Registra y reflexiona tus respuestas para que después las comentes con
tus compaferos de clase.

a) Describe el analisis para trazar una funcién seno generalizada (senoidal):

f(x)= A sentx

b) Describe el analisis para trazar una funcidn coseno generalizada (cosencide)

f(x):A cos tx

Instrucciones (2): Investiga diferentes situaciones donde consideres que se pue-
den observar las graficas de funciones trigonométricas seno y coseno. Registra y
reflexiona tus respuestas para que despueés las comentes con tus comparieros de
clase.
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10.Resolver la ecuacion log(3x—5)-log(5x)=1.23

11. Resolver la ecuacién log, x = %Iog7 64

consulta el anexo de respuestas.

a Para verificar los logros obtenidos en esta actividad y realizar tu autoevaluacion
p—t
- Guarda el desarrollo y solucion de esta actividad en tu portafolio de evidencias.
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Grafica: una de las formas mas utiles con la que podemos representar situacio-
nes que pueden recibir los nombres de funciones y relaciones.

Conjunto: grupo o coleccién de personas, objetos, etc., que tienen alguna ca-
racteristica en comun.

Funcion: relacion tal que cada elemento del dominio esta relacionado con uno,
y sélo un elemento del codominio.

Relacién: subconjunto de un producto cartesiano formado por los elementos de
este Ultimo normalmente definido por una regla o ley dada. Sus elementos se
denotan como (¥, y), significa que x esta relacionado con y.

Dominio: conjunto formado por los primeros componentes de las parejas que
pertenecen a la relacion.

Imagen: conjunto formado por los segundos componentes de las parejas que
pertenecen a la relacion, el cual es un subconjunto del codominio.
Contradominio: conjunto al cual pertenecen los segundos componentes de las
parejas contenidas en la relacién.

Regla de correspondencia: la funcién es una regla de correspondencia entre
los elementos de dos conjuntos llamados dominio y rango.

Constante: simbolo que representa un valor fijo; mientras que una variable es
un simbolo que puede representar diferentes valores.

Asintotas: los valores que hacen a una funcion que sea indefinida, porque al
denominador se convierte a cero.

Funciones explicitas: la variable dependiente esta despejada.

Funciones implicitas: la funcién esta dada por una ecuacién; es decir la varia-
ble dependiente no esta despejada.

Funcion inyectiva: funcion univalente o uno-uno si y sélo si cada f(x) en el re-
corrido es la imagen de exactamente un Unico elemento del dominio; es decir, es
funcién inyectiva si cada elemento del dominio tiene una imagen diferente.
Funcion escalonada: aquella cuya grafica tiene la forma de una escalera o una
serie de escalones (que no necesariamente deben ser crecientes).

Valor absoluto: se representa por el simbolo |x|; esto significa que si x es de
signo positivo se queda igual, si es negativo se le cambia de signo para que
guede positivo.

Funciones polinomiales: modelos matematicos que describen relaciones entre
dos variables por medio de un polinomio, que, como sabemos, es la expresion
de suma o resta de términos algebraicos no semejantes entre si.

Pendiente de la recta: valor numérico de la inclinacion de una recta, se repre-
senta por la letra (m).

Funcién cuadratica: su expresién general es f(x) = a,x* + a,x + a, que suele
expresarse como f(x) = ax* + bx + ¢ con a #0, se le conoce como funcion cua-
dratica, al graficar esta funcion se describe una parabola.

Dominio de las funciones polinomiales: todo el conjunto de los nimeros rea-
les.

Funcion continua: sus graficas no presentan interrupciones.
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Raices racionales: técnicas utilizadas para factorizar polinomios de tercer gra-
do con el propoésito de encontrar y combinar los factores del coeficiente de x de
mayor grado y los factores del termino independiente, ya que las raices del poli-
nomio siempre dan como producto a esos dos numeros.

Funciones algebraicas: se definen a partir de relaciones aritméticas como la
suma, la resta, la multiplicacién, la division, la potencia y la raiz.

Raices del polinomio: ceros del polinomio. Valores de x que hacen que un po-
linomio a x" + ... + a,x + a, valga cero se les llaman raices o ceros del polinomio.
Ceros de una funcidén polinomial f(x): son los valores que hacen que f(x) = 0.
Graficamente se reconocen, pues son los valores de las abscisas de los puntos
de interseccion de la grafica con el gje X.

Rango: conjunto de todos los numeros reales, es decir, Rangof =R , que signifi-
ca que la grafica se extiende verticalmente desde —= hasta =.

Funcion racional: aquella que se obtiene al dividir un polinomio entre otro po-
linomio de mayor o menor grado que el primero siempre que ambos polinomios
tengan la misma variable.

Dominio de una funcion racional: Es el conjunto de todos los numeros reales
excepto los ceros.

Funcion exponencial: se denomina funcién exponencial a toda funcién de la
forma y = a - b* o f(x) = a * b* donde x se acepta cualquier valor real, b es un
numero positivo y distintode 1ya#0y k#0.

Funcion exponencial natural: funcién con base e, es decir, y = a + e*.
Funcioén logaritmica: potencia a la que hay que elevar el numero 10 para obte-
ner el niumero propuesto.

Funcion periodica: funcién que cumple la condicién de periodicidad, es decir,
si después de cada cierto intervalo de tiempo o espacio constante, llamado pe-
riodo, la funcién adquiere el mismo valor de partida.

Circulo trigonométrico: si en el plano cartesiano dibujamos un circulo de radio
rcon centro en el origen y trazamos uno de sus radios, tenemos una herramienta
util para analizar a las funciones trigonométricas.

Funcion seno: esta determinada por la ordenada y del punto P y el radio r cuya
medida permanece constante. De este modo, podemos afirmar que el valor de
esta funcion depende, principalmente, del valor de y, de modo que la razén y/r
se denomina funcion seno.

Funcion coseno: esta determinada por la abscisa x del punto Py el radio r cuya
medida permanece constante. De este modo, podemos afirmar que el valor de
esta funcion depende, principalmente, del valor de x, de modo que la razén x/r
se denomina funcién coseno.

Radian: angulo central que se genera cuando el arco de circunferencia tiene
una longitud igual al radio.

Valor de z: razén del perimetro de una circunferencia al diametro de la misma;
es decir, representa las veces que el diametro de la circunferencia cabe en su
contorno o perimetro.
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Retroalimentacion de las actividades de aprendizaje
Evaluacion diagnostica
I

1.

Término Cosficiente .~ Grado ‘i”j:‘;‘f;g’g"
algebraico numerico absoluto variable
7x%y? 7 xy 5 2
-3mn® -3 mn 3 71
7.5a’bc? 7.5 abc 6 3
x° 1 X 2 2
Xy 1
= — 2 1
5 5 X
-x'y® -1 Xy 9 4
ab’ 1
_1mn —1 mn 2 1
2 2
J10rs® 70 rs 5 2
=575 =575 — — =
2.
5(-11) 1 55 1 55 1 5] 1 5 1
7 G ) LA, Ml M TN T . O TN e L 7 T
() 3(5)+2(3)+1 2 15+6+1 2 2272 20117 " 2 272

=12+—g-=12+3=15

3.

(7x=2y)(7Tx+2y) = (7Tx)" =(2y)° =49x° —4y*

Producto de binomios COMjuganos Diferencia de cuadrados
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4. 5. 6.
sx__, 3x(x+2)+x=30-2x 2X2-9 Z{X+3)M2x+3
2y -1 3x* +6x+x=30-2x x*—ox+6 {x-2)M KD
5x=2(2y-1) 3x?+7x=30-2x
324+ 7x+2x-30=0
Sx=4y-2 3x*+9x-30=0
xrz=dy 3(x* +3x-10) =0
5,ar:+2=}‘r X’ +3x-10=0
45“2 (x+5)(x-2)=0
y= 2 x+5=0 x-2=0
X, =-5 X, =2
Il
7.¢c) 2 8.d) (x-2)(x-2)=0
Il
9.

2
10=Y(7+1) +(4-y,) = {?9)2={Jm) = 100=64+(4-y,)
100—64:(4_}-1)2 = 36:{4!-5:1)2 = b If74_y’)2 = $Baiy,

y,£6=4 = y,=4%6, loque implica dos soluciones: Ty

y,=-2 y,=10
6 g pchddes
Los puntos que distan 10 del punto F,(7,4) son F,(-1,-2)
y P,'(-1,10). - i

& urbdidss

6 unidades

La gréfica muestra la validez de esta conclusién:

10.

70xy®, 30x°y’, -7x%y%, 12x°y?, x'y
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Bloque |

Para iniciar, reflexiona

|. Palabras que se pueden asociar a las imagenes dadas:

-

Frio Luz Sombra Acido
Il. Ahora establece una palabra que relaciones con lo siguiente:
Abeja — Miel
Vaca — Leche

Gallina — Huevos
Borrego — Lana

lll. En plenaria o por equipos se comentan las respuestas basandose en las preguntas que se
plantean para ese momento de la actividad.

Actividad de aprendizaje 1

1. Esuna actividad detonadora. El alumno debera elegir los valores para la tabla que considere me-
jores con base en lo estudiado en clase. El conjunto de los numeros reales o el plano cartesiano.

2.

El objetivo es modelar (linealmente) la situacion. Cada elemento de la secuencia se escribe como
una funcion del elemento previo, como una formula:

(x,=n,y,=2n-1)

IL.

3. Es una actividad detonadora. El alumno debera elegir los valores para la tabla que considere
mejores con base en lo estudiado en clase.

4. Soluciones:
AxB=1{(2,0),(2,4),(2,9).(5,0),(5.4),(5.9)}

AxA={(2,2),(2,5).(5.2).(5.5)}

5. Es una actividad detonadora. El alumno debera eleqgir los valores para la tabla que considere
mejores con base en lo estudiado en clase.
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Actividad de aprendizaje 2

1.

Rango{yeR :y=z 5}
a) f(x)=x*+5 A
f(f)y=(1)"+5=6 |
f(2)=
f(3)=
f(4)=

(5)=

Es una relacién.

b) f(x)=+/x -5
f(f)= £1-5=%15 N, o
tiff=-d FH(f)=0 Es una relacion.
f(2)= K
f(3)= ]
f(4)= 10 =50 100 150

F(16) = f

©) f(x)=x-3 Y
f(7)=7-3=4 2

f(8)=-4 B -4 -1 7 4 6
£(9) = 'E/

4 Es una funcion.
f {10) =

d) Se trata de una funcién

2.
a) Relacion
b) Relacién

¢) Relacién
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Actividad de aprendizaje 3

1. A= (x)(2x) 3. Xﬁ] 4 V=mx-r*-3r

2 A=F Azm[T

2 5 x(A-2x)(B-2x)=240 m’

Actividad de aprendizaje 4

Funcién Tabla Pares ordenados Grafica
X Y ¥
a) /
1 5 alo /
y = 5x > ™ G ={(1,9),(2,10), (3,15),(4,20)}
3 1‘5 -0n2 _|||;L ol [
2 | 20 l i
X y y
b)
1 1
y=x2 —1 1 G ={(11).(-1,1), (24).(-2,4)}
2 4
X
C) v
B
X y /}.
y=x+3 =3 0 G ={(-3,0),(0,3)} A
o 1 3 e o |
d) y >
0 0
2 2 A
3 3
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L 4 v b
f)
£l
i 4 - 44
\ i
o it
W
i 1 t \\ :
T b =S I—;
-4 3 1 1 4 4 1 1 -4 =5l 1 1 4
J? -t R
2 I}‘: L
i A
l |
Relacion Funcién Funcién
a)

o F(x)=x*+3x+3

f(2)=(2)° +3(2)+3=13

f(a-b)=(a- by’ +3(a-b)+3 ) f(x)zx-;
1
; 3 Sf 4
] ( ] ( ] =5 3%
f(—4)=(—4)" +3(-4)+3=7 f o
; -3
f[\ﬁ)=(\ﬁ) +3t+3 !
LA
e f(x)=vx-3 f(x)=_;+3
X
F(x)=VZ-3 =71 e~
f(x)=va—b-3 (X)=—y 3=—;=+5
i (023
f(x)zsz—_?
f(x)=|—-
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Actividad de aprendizaje 5

1. f(x)=3x"-5x

Dominio: Rango: ¥

\\ ; "/
R 25 \ 2 /

R yz——ro
remey 12} N /
05 05 10 1fF a0
-1
2. f(x)=vx+3

Dominio: Rango: B

0.2

1.2 -
ol
{xeR : x=-3} lyeR y=0} 08 \ /
06 AN
0.4 '\\II
-4 -

—-40 -35 -30 -25 -20 -1.5

4
3. f(x) -

Dominio: Rango: ¥

::;—-—-:-9.__:? 2 4 & B *
—4
—f
4 xXP4y?=0= y=+Jy9-x*
Dominio: Rango: ¥

[xeR:-3<x<3) lyeR:0<y<3) / \
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5 f(x)=vx -4
Rango: Dominio: % /
\ L5
{xeR:y20} {xeR:x<-2 0 x22} \“\ o /
Vi
\'; /
T
- —10 1n n
X =25
6. f{x)=
{ ) X+5
Rango: Dominio: ¥
R R
T -5 | 5 n ¥
—10
|
7 f{x)_2x2+?x+3
) x+3
Rango: Dominio: ¥y
{yeR:y=-5} {yeR x=-3)
2
8. f{x)zfﬂ
X—1
Rango: Dominio:
{yeR: y=+-2} [xeR x=1)
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(X’ —4)(x-3)
9. fix)s—5———
(x) X -x-6
Rango: Dominio: v
{YyeR:y=-4yy=1] {xeR:x=-2y x=3}
X
1
10. f(x)=
{ ) x.?_.f
Rango: Dominio: y
{yeR:y<-10 y>0} {xeR x=2-1y x=1} j 1 L
g 1 — X
—4 -2 _ 2 4
Ol
Bloque I

Actividad de aprendizaje 1

1. p(x)=3x-7

p(x)=y

; y+7 ,
y =3x-7 despejando x = 5 sustituyendo a y por x
se obtiene la funcion inversa p™'(x) = = ; i

2. m(x)=x*-1

m(x)=y
y=x?—-1despejando x= +. Jy+1=m"(x)=+Jx+1
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Despejando x = {;’? sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa

f(x)=¥x

y
4. e el
Y=%%*"3

Despejando x = 6y + 2 sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa
f'(x)=6x+2

5 y=6x"+1

Despejando x = ""T-f sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa

r-fgp@

a) P(x)=x+1; g(x)=x-1 Inversa

p(x)=y

g(x) es la funcion inversa de p{x)

comprobacion

Despejando x de p(x) , x =y -1 sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa

g(x)=x-1

b) F(x)=6x+3; G(x)=>_2 Inversa

F(x)=y

G(x) es la funcion inversa de F(x)

comprobacion :

Despejando x de F(x) , x= %3 sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa
x-3

G{x)=——

(=%
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a) f(x)=5

-1.0 —0.5 0.5 1.0

b) x*+y=1

Despejando x =%./1-y sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa

f~!(x) =F+1-x funcion para realizar la grafica solicitada

b
b

Despejando x = 1 sustituyendo a y por x, se obliene la funcion inversa
¥y

f"(x): - funcion para realizar la grafica solicitada
X
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d) y-4x=2
y=2

Despejando x = "3 sustituyendo a y por x, se obtiene la funcion inversa

f(x)= %2 funcion para realizar la grafica solicitada

05 /

Actividad de aprendizaje 2

1.

Precio 45
30 c}
15
12.50 b)
10
7.50 o— 8)
5.00 (et

250 (—s

200 400 1 1s 225 3 4 5

d) Tiempo en horas

e) Los importes del envio de paquetes de diferentes pesos en una oficina de correos son.

Peso () Importe ()

0<p=100 12.50
100 <p < 200 19.00
200 < p < 300 25.25
300 < p < 400 31.50
400 < p <500 37.50
500 < p < 600 43.50
600 < p < 700 49.35
700 < p < 800 55.20
800 < p <900 61.00
900 < p < 1000 66.50
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a)

enkg

| CHR W WRS— -, | TS ] N St (Rt | Rty S
ns s b 185 xE x5

Costo por kg

Actividad de aprendizaje 3

1.

a)y=f(x-c)
y=2x-1)

b)y=f(x+c)
y=2(x+1)

cly=f(x)-c
y=2x-1

dy=f(x)+c / : foed

2.
a)y=|x-3|

b)y=|x -2

é\ 8 & i
éa}:‘\
i & % i} %
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& a‘r
a)y=3 il
b)y=-2 a)
2
4 | =2 | BT 2] A | B & 1 10 -
-1 _b}
4
4.
-2 si 1
a) f{sz X Si -X{
2x-1 s x=z21

3x+1 8 x<1
x+2 s x=1

b) f{x}:{
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Autoevaluacion

1. Algebraica 9. Trigonométrica
2. lLogaritmica 10. Exponencial
3. Trigonométrica 11. Trigonométrica
4. Exponencial 12. Algebraica

5. Racional 13. Valor absoluto
6. Radical 14. Idéntica

7. Logaritmica 15. Intervalos

8. Algebraica 16. Intervalos
Bloque I

Actividad de aprendizaje 1

+ ¥ T
8 El
B 8
& 4
! 2
8 ol 2 g ? 4 B g | ] B ] 0 2 q ] B
1
fix) ==2 fix)==-1.5
3455,
]
4+
ES - N A J 5
xh.
j 4 2 0 7 4 & B i
2
fix) =25
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Actividad de aprendizaje 2

v
1. Las rectas horizontales tienen ecuaciones de la for-
ma: bl T T T T T T Tk |
........ I
y 2 yp = G ] - I T ] » 1 ! H -
Por lo tanto la ecuacién buscadaes y—2=0. 1 D [ | '
[ ] HE
.
2. Las rectas verticales tienen ecuaciones de la for- 3 0 B P
ma: T
x=x,=0 ' x
Por lo tanto la ecuacion buscada es: 4
yumell = Hx=bup T
4 3
3. Se busca la recta {,, que pase por O(0, 0), tal que \
¢, ¢,, donde: VREAT
NN EEE NN AN .
£, 2x+y-6=0 ".\ \
Las rectas paralelas tienen pendientes iguales, enton- . I “h \ L
ces: 2 bttt .‘L',\C,I
m =m =__=-2 --'|1-I_._.II-§-_i--I’.A.I.._.I.IT? 4 5§ & 1
2 1 1 \l. \
AN
Usando la forma punto-pendiente: I
3 Illl." ] Hepast
£, y=0==2(x-0) = y=-2x = 2x+y=0 VI
4. Los angulos de inclinacién deben expresarse en el WP
rango (° <8 < 180°; es decir como dngulos en Cly T T T T &~ T T T T T T T
ct.. —TTTT o i i i i

El angulo de 315° es un éngulo de CIV que es coterminal
de -45°, que es opuesto por el vértice del dngulode CII: |
180° - 45° =135°, de modo que, en realidad, 6 =135° et

m=tan(135)=-1 ] A

y+3=-1(x-5) = y+3=-x+5 = x+y-2=0
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5. Se obtiene el punto medio del segmento que une fos puntos dados:

-5+7 2 -6+10 4
" 2 2 " 2 2

M(1, 2)

2

Se calcula la pendiente del segmento dado:
10+6 16 4
n’]1I = = e——= -
f+5 12 3

La pendiente de la mediatriz, m., es reciproca e inversa de m,:

mE =-E

Para obtener su ecuacion, usamos la forma punto pendiente:

La gréfica siguiente muestra los resultados:

PO -
-0 -9 -8 -7

6. Pasamos la forma general a la forma pendiente-ordenada al origen, despejando la variable y :

S5x-15=3y = y:%x-ﬁ

De aqui:
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Fé

La funcion, es y =7 {x} = kx, la cual, como hemos estudiado, despejando:

LY _300
X

= &5 = 50 pesos/libro

El modelo de variacion es: (x) = 50x , donde x es la cantidad de libros que se compran. Para saber
el costo de 25 libros:

f(25)=50(25) = 1250 pesos

8.
k:i:ﬁ:é km/min
x 80 16
23 . . .
f(x)= T donde x es el tiempo recorrido en minutos
X =% hora = 30 minutos por lo que
f(30) = %(30) =43.125 km
9.

La funcién, es: y =f(x)=kx la cual, como hemos estudiado, despejando:

gl % = 300 pesos/conejo
X

El modelo de variacion es: f(x)= 300x, donde x es la cantidad de conejos que se compran. Para
saber el costo de 15 conejos:

f(25) = 300(15) = 4500 pesos

10.

k=X = B2 _ & kmhitro
x 15

f(x) = 5x, donde x es el numero de litros por lo que

£(30)=5(30)=150 km
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Actividad de aprendizaje 3

2.

(9= 200 0 (g 2ay-0

Se trata de una parabola de gje vertical, con vértice en V(3,0). Abre hacia arriba.

Dado que el término independiente de la forma funcional es % , la parabola corta al eje Y en el punto
(03]
4
La distancia focal es de p = 1, por lo que los extremos del lado recto son:
(x-3)°=4(1-0) = x=3+2 esdecir (1, 1)y (5 1)

La gréfica es:

3. El modelo matematico buscado es de la forma 7(x) = ax® + bx+ ¢ porlo que:
-6= a'{--2)2 +b(-2)+c = 4a-2b+c=-6
-12=a(1)’ +b(f)+c = a+b+c=-12

—4=a(ﬂ)z+b{(})+c = c=—4

Asli, se obtiene el sistema: &
2a-b=-1 a=-3 ; &
= - -2 -1 " 1
a+b=-8 b=-5 B I T

De donde el modelo matematico es:
f(x)==3x"-5x-4

La gréfica es:

{1,-13)
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4. La altura maxima ocurre en el vértice de la parabola.

10y =~(49t* - 6001) Vértice:
300 9000]
=, = |=(6.122,183.67)
10y=-49(r’- +@t] (49 49
49
En 6 segundos, la piedra alcanza su altura
_ﬂy_f,,_'_ﬁmt_'_ 90000_90000 maxima de 183.7 m
49 49 2401 2401 b
i) fi(t) = —4.9¢ + 60t
—ﬂ}" 90000 —(f ﬂ]z 20 16.12, 183:67)
49 2401 49 "
300)2 10( 9000] -m
f+—| =——| y-——
49 49 49 .
-5 \
5.
y =347x—(3x*-535x+1030)
) s
Uil E%?“ Costos de produscion
y=2347x-3x* +535x 1030
La funcién de utilidad es:
y==3x +882x-1030 (X—14?) =—"-{y—6379?)

yim —3(;{2 —-294x+ %‘?—q]
Veértice: (147,63797)

1030
~ _3()(9_ otes 21600 609] Con 147 unidades se obtiene Ia utilidad
méaxima de $63797 pesos.

y==3{ -ty 52

’ {147, w3var) f(x) = —3x* +882x — 10

x) = —3x” + 882x — 10
1 » 63797

Ly (x-147Y -

1 2 63797
——y=(x-147)y ———
3}’ ( ) 3

i § § B 8

1 63797
g A sy T -
( J =3yt

2

n n 40 Lo L 00 120 180 &0 180 xn = 0 250 m
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Autoevaluacion

1. Se trata de una linea recta con pendiente m = -2 (recta decreciente) y ordenada al origen b ==3;
es decir, corta al eje Y en el punto (0,-3). Otro punto de la recta es (0 + 1, -3-2) = (1, -§). La
grafica es:

flz) = =2z =12

2.

Al momento de la compra (x = 0), la casa costaba b pesos: A0, b).

Cuando han pasado 5 afios (x = 5), la casa cuesta 70000 pesos: B(5, 700000).

Cuando hayan pasado 8 afios (x = 8}, la casa costara 1000000 de pesos: C(8, 1000000).
La pendiente es:

e 1000000 -700000 _ 300000
= s =

= 100000

De modo que:

100000 = % = 500000=700000-b = b=700000-500000

b = 200000

El modelo de variacion del precio de la casa en el tiempo es:

y =100000x + 200000

Hace 5 afios la casa costé 200 mil pesos.
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> 24-9 15
m= ﬁ -5 =2
y-9=3(x-2)
El modelo matematico de la recta es:
y=3x+3

La altura del punto para el que x = 10 es:

y=3(10)+3=30+3=33

4. 5
A(10, 98); B(16, 157) A(5, 45), B(9, 80).
_157-98 59 80-45 35
16-10 6 =gt o
59 59 1
y-93=F(x_m) = Rty y-45=§_5. x-5) = y=£§1+—5-
4 4 4
Cuando x = 200
y:%{?ﬂ)-p%:?gimf?ﬁQS
59 1 5900 1 5899
y =51(200)- 5 =——-3=""—=~1966.33
La distancia recorrida con 20 litros de
; . asolina es de 176.25 km
A una profundidad de 200 m, la presion soportada g
por el submarino seré de 1966.33 Pa
6.
i x—3Y
(=209 (9 o (g - a(y-0)
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Se trata de una parabola de eje vertical, con vértice en V(3,0). Abre hacia arriba.

Dado que el termino independiente de la forma funcional es % . la parabola corta al gje Y en el punto
&
4
La distancia focal es de p = 1, por lo que los extremos del lado recto son:

(x-3)°=4(1-0) = x=23+2 esdecir (1,1)y(5 1)

La grafica es:

3. Modelo matematico buscado es de la forma f {x) =ax® + bx+c porlo que:
-6=a(-2)’+b(-2)+c = 4a-2b+c=-6
-12=a(1)’ +b(1)+c = a+b+c=-12
-4=a(0)’+b(0)+c = c=—-4
Asli, se obtiene el sistema:
2a-b=-1 a=-3
= i

a+b=-8 b=-5 3 3 : ‘R T
N (Tt

De donde el modelo matematico es:

f(x)=-3x*-5x-4
La grafica es:

{1,-13)
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Bloque IV

Actividad de aprendizaje 1

1.

fla)=a+1

a) Se frata de wuna funcion polinomial impar, con
coeficiente principal positivo (a, = 1), por tanto, la
grafica se extiende desde la parte de abajo del eje
x hasta la parte de encima de este. Dado que el
termino independiente es 1, la gréfica corta al eje Y
en el punto (0, 1). Su grafica es:

y f(x) =27 =3z

b) Se frata de una funcion polinomial impar, con
coeficiente principal positivo (a, = 1), por tanto, la
grafica se extiende desde la parte de abajo del eje
x hasta la parte de encima de este. Dado que el
termino independiente es 0, la grafica pasa por el
origen (0, 0). Su gréfica es:

A0 8

fiz) =3 + dx — 32% — 6z

c) Se ftrata de una funcion polinomial impar, con
coeficiente principal negativo (a, = -6), por tanto, la
grafica se extiende desde la parle de arriba del eje x
hasta la parte de abajo de éste. Dado que el término
independiente es 3, la gréfica corta al eje Y en el
punto (0, 3).
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2. &
a) Debajo a) Arrba
b) Debajo b) Arriba
c) 1 c) 32
Actividad de aprendizaje 2
I

a)

e)

1. Escibica y=x(40-2x)(20-2x)
Todos los numeros reales

Si

La gréfica es:

ral A

m-
dll-
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Actividad de aprendizaje 3

1.

Apéndice

N . o Coeficiente Coeficiente
Polinomio Grado Término principal principal sonstanie
f(x)=x%-x 6 1x6 1 0
fi(x)=2x*+3x+2 3 2x° 2 2
g(x)=3x"+x-1 4 3x* 3 2
hix)=x? 3 el 1 0
2.
A . . Coeficiente Coeficiente
Polinomio Grado Término principal principal corstante
y=3x'+6 4 3x* 3 6
y ==5x-8 3 ~5x° -5 -8
y=x'+2 3 e 1 2
y = 2x* 4 24 0

Autoevaluacion

1. La ecuacion despejada es:

y=-2x"+9x* - 10x+ 2

La grafica es:

2. Unaes igual a cero y dos son complejas.

3. El polinomio que corresponde es: y = x* —2x* —x+2
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4. La grafica que le corresponde a la funcion polinomial f(x)=x* +1 es:

5. Grafica la funcién f(x)= x* + 2x* - 3x? -1

Bloque V

Actividad de aprendizaje 1

Soluciones de las divisiones sintéticas:

4x* —8x® +104x-16

5 3p'-2p° -7
3x° +2x*+4x-8 # i

1. 6x*=5x+3+

&m
5m* +4m® - 2m +1

2 6m*—m+1+
3. 2a-b

4. x-2
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Actividad de aprendizaje 2
I
1. Evaluacién del teorema del residuo: p(-1) = 4[—1‘)2 +12(-1)+5=-3

Divisién sintética:

4 12 5
-4 -8 | -1
4 8 | -3 | 1
Respuesta: 4x + B-L
' X+1

2. Evaluaci6n del teorema del residuo: p(1/2)=2(1/ 2)2 +9(1/2)+1=6
Division sintética:

1 5
2 10 6 2

Respuesta: x+5+
" x-1/2

3. Evaluacién del teorema del residuo: P(~7)=5(~7)" + 30(=7)" —40(~7)° + 36(~7)+14 =-483

Divisién sintética:
5 30 =40 36 14
-35 35 35
-497 | -7
5 -5 -5 71 -483 1
483
Respuesta: 5x7 —5x* -5x+71-——
P X+7
1.
200
4.
150
Planteamiento de la ecuacion:
100
(x+1)(x=1)(x=3)(x-5)=0 ot
¥ —8x% +14x* +8x-15=0
Solucion grafica: 3 i e €
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5.
FPlanteamiento de la ecuacion:

(x+2)(x+1)(x)(x-1)(x-2)=0

x*—5x +4x=0 ;

Solucion grafica:

Actividad de aprendizaje 3

+  Se debe resolver la ecuacion: f(x) =0

+ | a cantidad de soluciones de una ecuacion polinomial depende del grado, de modo que si éste
es n, la ecuacion f(x) = 0 tendra n soluciones, cada una de las cuales puede ser real o compleja,
V. como consecuencia, la grafica de f(x) = 0 tendra como maximo n intersecciones con el gje X.

+«  Son nintersecciones con el gje X en el caso de que todas las raices de la ecuacion sean reales.

2.
a)

Factorizacion: !
(x-1)x+2){x+3)=0

loscerosson. x=-3;x=-2;x=1

b)

Factorizacion
(x—1)(x* -2x+2)=0

Solucion compleja: x=1-1 x=1+i

Solucion real: x = 1 0 e L %
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c)
Factorizacion

(x-2)(x*+4)=0 or

Solucion real”
x=2

Solucion compleja:

Xx=-2 5
x=2i
d)

Solucion real

x=-093 :
x=046

Solucion compleja:

x=073-05i
x=073+05

e)

Solucion real
Xx=—158

Solucicn compleja: a0k

x=0031-05i -s0f
x=0031—-05 ]
x=073—1.19i L

x=073+119% 100 F

Actividad de aprendizaje 4

1.

Los ceros o raices son if
x=-3
=22 L P i L

= = 2
Xx=+1
_sk

Tienen multiplicidad de 1.

=10
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2.

El cero real es

x=1

Tiene multiplicidad 1.
Los ceros complejos son:
x=1-i

x=1+i

3.

Factorizacion :

(x+3)(2x* +1)(2x* -1)=0

Soluciones reales:

X=-3 ,x= —i x= i
T2 2
4
Factorizacion :
(x=3)(x+1)(x*+1)=0 \‘ e
40 F
Soluciones reales: .m i
x=-1; x=3 =F
10F
Soluciones complejas : = = .
x==l; x=1 -10 \/
5
Soluciones reales: ' sob
x=-0.93 x=045
10F
Soluciones complejas : “F
x=0.74—0.5i o
X =0.74- 0.5 lof
VA

274



Apéndice

Actividad de aprendizaje 5

140 F
1.
Raices complejas :
x=-9 i
x=9 &0 F
40}
201
-5 5
2.

Raices complejas:
X= 1(—2 +i2 ]
3

x=%{—2+;g@;

3
Raices complegjas:
x=—1-i3
x=—1+iV/3
'| -
-25 —EID —1Iﬁ —;.D =05 nl'i
4,
Raiz real
40
x=5

Solucion compleja:
x=—1-i5
x=—1+i5

5.5 6
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5. 12
o}
Solucion real” af
x=1
6 e
Solucicn compleja: 4f
x=-3—1 2k

x=(—1)§ L 05 Ao 15 2

Autoevaluacion

1.

Solucién real:
x=1

2.

Cociente: 2x* —3x* —10x

Residuo : -ﬂ
X+2
3. ¥
2
Ceros: )
¥==3 10
* i I e ‘o
x=2 _s fa Ja JIN \M 3
-10
Dominio e B
Rango e R -20
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4 g
-30 -25 -20 -1

Raiz real

x=-254 _sof

Raices complejas:

x=-075-085i -1001

x=-075+0.85

x=202-178i .

x=202+1781

5_ Bimd =)

Todas las raices son complejas:

Xx=278-34i B 1 as
X=278+343i :
X=-0.78-0.77i

x=-078+077i
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Bloque VI
Actividad de aprendizaje 1
1.

a)
1-x20 = x=1; Dom: xe(-ow,1)U(1, »); asintota vertical: x =1

Sy =) (-¥)

y(1-x)=3x> = 3x°+yx-y=0 = x=

2(3)
x:g{y)zﬂ.__ W y?+12y 20 = Rango:ye(—o,—-12]u[0,=)
Sin asintotas horizontales.

—(-12)+ . J(-12)’ +12(-12 —(0)+ J(0Y +12(0
. SDEECE W U T

Minimo: (0, 0); Maximo: (2,-12).

f(0)= 3(0)° _0 g(0)= -0+.,/0% +12(0)

1-0 6

Intersecciones con los ejes: (0, 0). Dado que el grado del numerador es mayor que el denominador
en una unidad, se tienen asintotas oblicuas:

-3x-3
-x+1 }fﬂ
—,’3«1‘{+3x 3
3% f{x)=-3x-3+m
-3 +3 asintota oblicua: y = -3x -3

3

Gréfica:
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b)

x*-920 = x=+3; Dom: x e(-w,-3)u(-3, 3)u(3,=); asintotas verticales: x=-3, x=3.

~(NE(-1) - 4(-%)

y(*-9)=x = yx’-x-9y=0 = x=

2y
x=g(y)= H:iw; 2y+0 = y=0,asintota horizontalen y =0 (eje X)
Rango : (e, 0)u(0, )
f(0)= (O -9 = 0; intersecciones con los ejes (0, 0).
Gréfica:

-1 -9 4 A - 4

c)

X120 = x==+1; Dom_'xE(-m,—:f)u(—f, 1)u{1,m);asfnrofasvarﬁcafas: X =—F =1

_M[x2+x+f)_xz+x+'.‘
ke M{x+1) T ox+1

y(x+f)=x*+x+1 = X +x-yx+1-y=0

—(1-y) £ (1-y) - 4(1)(1-y)
2(1)

y-1£y*+2y-3

2

X+(1-y)x+(1-y)=0 = x=

_y-iiJ1-2y+y2-4+4y
- 2

X x=g(y)=

y24+2y-320 = Rango:ye (=00, - 3] u[f, oo); no hay asintotas horizontales.

“3-1% (-3) +2(-3)-3 - _1-12 (10" +2(1)-3 5

g{-3) : ) 2 g {1) )
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Maximo: (-2, -3); Minimo: (0, 1);

f(0)= [0)3 . =1, g(0) no existe;

(o) -1

Intersecciones: (0, 1).

X
1

_f = —_—

x+ﬂ 2+ A1 (x) X+x+,',

_'”1'7"{ asintota oblicua: y = x
1
Grafica:
-B 7
d)
4-x*=0 = x=+2;asintotas verticales: x=-2y x=2
-2+ J(2) -4y(-4
dy-yx*=2x = yx*+2x-4y=0 = x= ( )2 y(-4y)
¥
. —2% \[4(1+4y°) 24211 4y7
3 2y B 2y
I|| 2
x=g(y)= y; y # 0 (asintota horizontal en el eje X). No hay méximos, ni minimos.
2(0
Hol= 4_({ 0))2 =0 intersecciones: (0, 0).
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Gréfica:

5 = M W B @

[ T -

x*-320 = x:t:l:ﬁ;Dﬂmf(—m,—ﬁ)u{-ﬁ,ﬁ)u(ﬁlm)

asintotas verticales: x =—J3 y x=4/3

Dada Ia alta dificultad para despejar la variable x, no es posible determinar rango, maximos, minimos,
ni asintotas horizontales.

2(0-5 5
r—i—=s  e-2X 0w ompas = x={/-g_

(0)-3 X -3

Intersecciones: (U, g-) £ U]

6x-5
f(x)=2x+ e

2x -

o3| 2 e - asintota oblicua: y = 2x
-}ﬂ+ﬁx
6x-5

Gréfica:
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282

Actividad de aprendizaje 2

a) Sean 'y" los dias necesarios para realizar la tarea y "x" la cantidad de obreros para realizarla,

entonces:
K K . - 28
¥ =— porlo que 7 = = = k=28 La funcién solicitada es: f(x)=—
X X
. ; . 28
Asintota en x = 0 (eje Y). Dado que al despejar x se obtiene g(y)= y

La grafica tiene asintota en y = 0 (eje X). No tiene intersecciones. Para valores negativos de x la
funcién es negativa y para valores positivos es positiva. Grafica:

2 o
22 -20 18 18 -14 12 -0 -8 & -4 -2 f0o 2 4 € @ 1 12 14 1% 8

F(15) =%a 187

15 obreros necesitaran 1.87 dias cerca de 2 dias, aproximadamente.

b)

110=IR = .'{R):%

Asinfotas en los ejes coordenados. Sin intersecciones. La resistencia no puede ser negativa, por lo
que el dominio es:
Dom:Re(0,)

La corriente siempre sera positiva (pues R siempre es
positiva):

Rango : (0, =) :
Gréfica: L

L&

110 11 5}
1'{300):%:%;303? )

Para una resistencia de 300 ohm se tiene una corriente
de 0.37 amperes.

G
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c)

Funcién de variacion: P(A) - %

Asintotas en los ejes coordenados. Sin intersecciones. El area no puede ser negativa, por lo que el
dominio es Dom = A € (0, »)

La presién siempre sera positiva (pues A siempre es positiva): Rango - (0, »).
Gréfica:

2 ¥ 8 B 8 &8 B B

= 3

Pl2x)=222.. 1 Loaazan

2z =z

150 N aplicados a una superficie de 2r m? produce una presién de 23.87 Pa.

Actividad de aprendizaje 3

La actividad corresponde a un producto de aprendizaje. Revisar instrucciones.

Autoevaluacion

3.
. o T |

mzo-(-5)=-3

Modelo matematico: f(x)=— %x -4 (recta decreciente)

Gréfica: 3

_4%(0.-4)
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Parabola de gje vertical, abre hacia arriba. Vértice: (% - %]

6x'-6x-36=0 = x'-x-6=0 = (x+2)(x-3)=0 = x,=-2,x=3

Intersecciones:
{-2, 0), {3, 0)y {O,—36)
Grafica:
-8 -5 4 3
3.

Funcién polinomial cibica, impar. Coeficiente principal positivo: a, =1. Su gréfica se desplaza desde
abajo del eje X hacia arriba de éste.

Dado que el coeficiente independiente es 6, la gréfica corta al eje Y en (0, 6). Dominio y contradominio:
Todos los reales.

La grafica se muestra a continuacion.
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 Fla)=2F—4a4r*+ x4+ 6

(0. §)

4.

Funcion polinomial impar de grado 7. Coeficiente principal positivo: a, =1. Su grafica se desplaza
desde abajo del eje X hacia arriba de éste.

Dado que el coeficiente independiente es 3, la gréfica corta al eje Y en (0, 3). Dominio y contradominio:
Todos los reales.

X' +3=0 = x=-Y3=-117 de donde la tnica interseccién con el eje X es (-ﬁ; o).

Grafica:
b rwy=a"+3
5
F- |
0, 3)
-3 4] 1 2 ‘F

5.
Funcion racional.

—420 = x=z+2.

Asintotasen x=-2y x=2.

Dominio: x e (-, —2)u(-2,2)u(2,2) >
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0y -1 1 ; _ [ 1‘]
fl0)= = — interseccion con el eje X en | 0, —
(0) (0 —4 4 ] y

Dado que el grado del numerador es mayor en una unidad al grado del denominador:

X

x-4) x* —1 )
le Asintota oblicua: y = x
-X —4x

—-4x~1

Gréfica:

A= mmmmmmmmmmmma,

e o o it
M
Il
|
(&
e
=
]
(-3

6.
En el momento de la compra: (0, b)
Ahora: (6,1850)

Hace 4 afios: (2, 3500)

_3500-1850 1650 _ 825 b-3500 825 _ . soo0 goc . p_43ps
2-6 4 2’ 0-2 2

Elmodelo es: y = -? X+ 4325

Cuando era nueva, la computadora costé $4325
pesos. Observa la gréfica.
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X
2(x+y)=248
x+y=124
y=124-x

A=xy = X(124-x)= =x* +124x = —(x* ~124x + 3844 - 3844) =—((x - 62)° - 3844)
A=—(x-62) +3844 = (x-62)°=-A+3844 = (x-62)"=-(A-3844)
(x-62)° =-4G]{A-3844}

Parabola de eje vertical que abre hacia abajo. El vértice (punto de mayor altura A) es V(62, 3844),

de donde el drea maxima de 3844 m’ ocurre cuando x = y = 62 m; es decir cuando el terreno es de
forma cuadrada.

8. Es una relacién inversa dado que a mayor cantidad de alumnos se requiere menor tiempo para
resolver el examen.

K k 150
X

30=§ = k=150  Elmodelo matematico es: Y=

Asintota en x = 0 (efe Y). Dado que al despejar x se obtiene g(y)= %

La grafica tiene asintota en y = 0 (eje X). No tiene intersecciones. Para valores negativos de x
la funcién es negativa y para valores positivos es positiva. Un alumno resuelve el examen en150
minutos (2 horas y media) considerando el mismo desempefio en todos los alumnos.

Grafica:

caHEEBECBE

b
0 2 4 6:8 1 12 14 18 18 X

o

T T o2 =2 18 18 -14,-12 =10 -8 -8 -4 -2

8B
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Bloque VI

Actividad de aprendizaje 1

1. Ejercicios conceptuales. Se sugiere que el alumno investigue en el texto las respuesta.

2. Las funciones graficadas son:

T}' IIIP )
2t y I
rl;,"f .'I
15 If"l a) /
I
r." ll,u'
P LA S
||l i
/ AL b
(s Y 0% ;'I ;
— /
f ;
e [ -
75 2 15 1 a5 o 0s 1 15 2
b |
/)
i :ﬁﬁi

La gréfica que tiene mayor crecimiento cuando x > 2 es 4~

La grafica que tiene mayor crecimiento cuando 2 £ x <4 es 3*

La grafica que tiene mayor crecimiento cuando x = 4 es x*

Los alumnos pueden manejar diferentes puntos de vista y llegar a una conclusion.

Actividad de aprendizaje 2

1.
Ecuacion (ecuaciones): y = e*

288

X
8.0
-f.0
6.0
5.0
4.0
3.0
20
-1.0
0
1.0
20
3.0
4.0
5.0
6.0
7.0
8.0
9.0

¥
0.0003

0.0009
0.0025
0.0067
0.0183
0.0498
0.1353
0.3679

1.0
2.7183
7.3891
20.0855
54.5982
148.4132
403.4288
1096.6332
2980.958
8103.0839
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Ecuacion (ecuaciones): y = &** [k: 1}

X Yy : I : i i

50 00183 2 o ST B S

40 00498 ERNRh RO

3.0 01353

20 03679 S RO P
10 10 2 e s G i iy ey s
0 27183 -

10 7.3891 i

20 20.0855 3

30 545982 I g ,
40 1484132 SR SO S S0, MR SO S Wt S
50 403 4288 SR TR B I

60 1096 6332

7.0  2980.958 L oy e TR

2. Las funciones se identifican como:

a) Crecimiento exponencial b) Decaimiento exponencial

¥ ¥

Rl | | RO

ol |/ \' ol

/ \
i / \ i
/

1 N
...—-'—'_'_.’ . ¥ _“—‘—'—-—n_..... K
-6 =4 =2 2 4 & - =4 =2 2 4 6

3.

a) Mensualmente

3&
Formula M =C(1+i) M = 1?500(1 + %] =27369.016 este es el saldo a los 3 afios

b) Semestralmente

2
M=1 ?5{)0(1 + 0—52] =$20223.43 este es el saldo a los 3 afios

c) Continuamente
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2
M=1 ?500(1 + %] =$27541.82 este es el saldo a los 3 afios

2
M= 1200(1 +¥) =$1431.02 este es el saldo a los 4 afios

Actividad de aprendizaje 3

1.

a) -0.0408
b) 3.7609
c) 04776
d) 54773
e) -0.5229
f) -3.4597
2.
a) log x=3.1886 x=10*"" =147.1974 j) logx=4.5791
x =10*""" = 1314 8009 f) logx=1.5736 x=10*"™" = 37940.2336
b) logx =4 2351 x =10"7" = 37.4714
x =10*2% = 17183.0400 g) logx=36297
c) logx=238661 x =10%5%" = 42628495
x = 10%%" = 7346 8302 h) Jogx=28393
d) logx=28464 x =10%%% = 690.7168
x =10%%¢ =702 1017 i) Jogx=26372
e) logx=21679 x =10%%"? = 433.7106
3.

a) 2°=8 d) 42-1 g) 5°=125
log,8=3 16 logs 125 = 3
log, e -2

b) 8%% =4 16 h) 102 =0.01
2 log,, 0.01 = -2
ngs 4= E e) b* =m
log, m = x i)y 4°=64
c) 6°=1 log,64=3
logs1=0 f) 2°=
log,y=x
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jy 27=128
log, 128 =7

4.
1 1
a) log,81=4 — 3* =81 f) Iog356=§:362=6

b) log,1=0=9°=1 1 1
g) f0g2§=—3=}2_3 =§

c) logy=z=x*=y
h) log;x=y = 3* = x

O WL peo = W U
243 243 i) log,x=y =2 =x
e) log 1000=3 = 10° = 1000 i) log100=2 = 102 =100
5;
a) log,n=3 f) log,1000=3
1
n=6°=216 b® =1000 = (b*)* =¥1000 =10
b) log,n=-5 "
g:‘ mgnﬁ =
o e 3
243 N
(b”ﬁ] - ia = i
€) Jlog,27 =-3 6° 216
1
- . ’ y h) log, 27 = -
b =27=(b7) =(27)3 = ===
ver s A 11
b's] =(27)" b=y =
d) log,3= -% ( 27° 19683
o e i) log,n=8
b"=3=>(b“'] =(3)"’=,b= f(:i
(3) & n=2° =256
e) fog,,#:-% j) log,125 = -3
1
109996 _ 598494 b5 =126 (b7)Fac =t
3 125 5

291



Apéndice

6.

a) 3496 = “’g 496 _ ) 898494

b) 480 _""'5"2& ~0.024092

S (77.6)(66.5) _log77.6+I0g66.5-10g44.3-10933.2 _ , 10171,
(44.3)(33.2) 3

d) V6 163812 ""9516 “’ggf'zﬂ_osm

e) V77T 13141 = ""9;?' 14 ’”g;"” - 0.8938

V615  fog615 log401

e g = 0.5267
N 3201 2 3
2/3
q) _(215)" —210g215-10g16.2- 199411 _ _0 4615
(162411 3 2
h) (10.66)° = 6/0g10.66 = 6.1665
i) 41087 = M -0.2415
457 log228 log16.5
B X : _ 1.2652
) V284165 9P -3
7.
a) logh= —@ c) log8= 038
log10 log10
_ log5 d) Jog100 = 109700
b) log6= Tog10 ) log 1010
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Actividad de aprendizaje 4

1.

a) Logaritmo=5 base =10
b) Logaritmo =4 base =7
c) Logaritmo = 3 base =4
d) Logaritmo =6 base =2
e) Logaritmo =2 base=8
2.
a) 4=log, 625 d) 2=log,0.111

5% = 625 ,

(1] =0111

b) 252 =625 3

log. 625=2

ds e) 6" =6

¢) 0.001=10" fog, fi=1

log,, 0.001 =3

3.

a) log,16=y e) log,x=3 i) log,25=2
4 =16 x=33=27 bP=25=b=5
y=2

ﬂfoglxzt?
b) log, x=5 ?
F
x=2°=32 x=(—1—) sy
3 81
log, x=2

&) L q) log, 81=4

e-(4) -2 b -1
2 4 b=3
1
h) fogb§=—3
d) log,125=y
a1
5¥ =125 ===
y=3 p=1
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Actividad de aprendizaje 5

1.

*  /JQué restricciones hay sobre b?

La base "b" debe ser un numero positivo y distinto de uno, igual que en la funcién exponencial.
La variable "x" nunca puede ser cero pues no existe un nimero "y" real tal que "b"" sea cero.

La variable "x" sOlo puede fomar valores positivos debido a que la base positiva "b" genera sdlo
potencias positivas.

Por ejemplo: 4° =16, 57°= 51—2 =0.04
+  ¢Cuél es el dominio de la funcién? Y, ;cuél es su rango?
El dominio de una funcion logaritmica es:
D={x:0<x<w}
(se lee como conjunto de todos los niimeros reales positivos)

Este dominio se puede verificar, ya que la gréfica nunca toma valores negativos sobre el gje x. El
rango de una funcién logaritmica es:

R={x  -o<x<xn}

(que es el conjunto de todos los niimeros reales)
= Escribe la funcion y = log, x en forma exponencial.
Sabes que y = log, (x) si y solo si x = b es la forma exponencial
+ /Cual es el concepto de funcién exponencial?
Se denomina funcién exponencial a toda funcién de la forma: y = a - b* o f(x) = a - b*donde "x"

acepta cualquier valor real, "b" es un niimero positivo y distinto de 1 ya # 0y k # 0. En la definicién
anterior "b" se conoce como base y la variable independiente "x" se conoce como exponente.

2.

-~
a) 6.67 Ty

A,
1\_‘__\_-
f1(x)=log . (x)

4
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b)
,{ Ii[r}=lugjtr]
c)
;'/ f1(x)=1og_(x)
d)
1 //—
: l'l(x)-log (x)
4
3.
a)

/ f1(x)=2"
-]

1

r2x)=log (x)
1

6 67 2

2935
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b)

d)

296

4 \X
fl(.r)=(i]
2
‘(
1
2[_1.')=10g - {1]
f1(x)=2" /
_ﬂ'.___lx
1
y/l‘.!h':'=log _ (x)
A 2(x)=1og (x)
flbf]‘(;) f2ix lo_it
% : \'\Y‘*—_ -




Actividad de aprendizaje 6

1

~4.1605t = In >0=20
40-20

[= L0 0.1666 horas

-4.1605

2

a)

k(3)=.'n‘4‘2’

18- 21

k =0.3069

b)

t(0.3069)= In ]
18- 21

t=52442

3:

a)

y = 41.3 + %1520

y =42 4650 millones de personas

b)
42 4650 = 41.3 4 g21927
log1.1650
= ———|+(0.1527
[fog2_?183:| ( )
t=1

En un afio la poblacion
activa sera de 44 millones

Ii-Tn
_Tm

4.
ki=In

=

T, -15

3(0.3069)=In
18-15

T, =3.6288

Apéndice

5.
y=4+In0.5

y=4-(8In0.5)
y = 95452

6.
p=p,e”

p, es el valor inicial y k es la tasa de aumento o
disminucion

7.

a)
f(logE)y'= logE=11.8+1.5m,,

fllog E)* = 11.8+1.5(6) = 6.31x10%

b)
flog E)" = 11.8+1.5(1.2x10%) = 2.19

8.
a) _ y
s, = 20log 0'003%‘:;333 LOM _ s
b)
s =20log—10 __939794

p 0.0002
9.

log(1.259x10% )~ 11.8
M =290 62
15
10.
log, 45 = 1294 _ 3 4650
log 3
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11.
log(3x—5)-log(5x)=1.23

3x-5

log =123

Se debe calcular antilogaritmo en ambos extremos de la ecuacion
3x-5

anti Iog(.fog =1 23]

3x-5
g%

82x=-5

x=-0.061

17

12.

x=(64)z = (¥/64) =512

Bloque VIII

Actividad de aprendizaje 1

ﬂ) I
: Flm) =6aen(x)
Amplitud: 6 )
Periodo: 2z 3
2
; g(x) = sen(x) =
] o iy aAmiT T i S
-2
-5
b) 515 F(®) = Scos (3a)
Amplitud: 5 8
5 y 2}2‘ 2
Pe‘ﬂodo ? ) q {:l"} = COS (:r)
D : o
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c)

Amplitud: 1.5

; T
Periodo: —
2

d)

Amplitud: %

Periodo: 4x

e)

Amplitud: No tiene.

Periodo: 101

Apéndice

g(z) =cos(z)

g
-ni2 n\_r/l2 P
b/
1 |
j:_a}'l— E,"rrl (Er)
glx) = coa(x)
na o w2 [ Enid in m C)

- e

- =12 -Im -Ged -2 -3 -m -nR

b b b oo b e e [oe e o

glz) =cos(z)

g
0 m2 w 3m2 Im 5m2 Ow TW2 4m W2 Sw 112 6 13m2 Tm 1Em2 8T 1Pml om
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Actividad de aprendizaje 2

1.

a)
Cosecante:
Dominio:R—{...,—2z,-x,0, z, 2x,...}, Rango: (—e. —1]U[1, )
Secante:
Dominio: R -{ S =3 } Rango: (. —1]U[1, )
. ieay 2 ¥ 2: 2 ¥ 2 b r r"go' ]
Cotangente:
Dominio: R—{...,- 2z, -x,0,z, 2z, ...}, Rango: R
b)
Secante:
Continuaen xR —{%-!-kﬂ', ke Z}
Creciente en ...u(ﬂ, 8 u(z, x]u...
2 2
Decreciente en ... u(;r, Bi]u (S—E Ear]u
2 2
Maximos en (2kx,~1), k e Z; minimos en ((2k+1)x,~1), ke Z
Cosecante:
Continuaen x e R—{kr Kk e Z}
i T 3r 3 T 3
Crecienteen ...J| —, 7 |u| 7, — |U...; decreciente en ... | 0, — |u| —, 27 |U....
2 2 2 2
" 3T : T
Maximos en (T+ 2k, -1], k e Z ; minimos en (E+ 2kr, -f], kel
Cotangente:

Continuaen xeR - {kn‘, ke E] ; decreciente en R ; no tiene maximos, ni minimos.
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c) Se recomienda usar alguna aplicacion de software como Geogebra. En el CD del material
complementario se explican ejemplos acerca del trazado de estas funciones.

a)

-ami2

amz anfz

‘h—,,_.-a-: '

Conclusién: Ambas funciones corresponden al mismo lugar geomeétrico.

b)

hl'.“.."l

r:(21)+—

i

g(x) = sen (z)

VU

C) J j -l“

i
K|

o Jnr =t )

6N -TIE 5T -BEE AT -TW2 -im -SMiZ 2T AT

=1

-T2 a iz n2 T OmE 3w MR JSam “ﬂl?
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Actividad de aprendizaje 3

1. L Jix)=sen(z) +1

a) Mueve la gréfica hacia arriba una unidad. T T T r T v %
| ‘alx) = sen(x)

glz) = sen x|

b) Mueve la gréfica hacia abajo una unidad.

c) Corre la grafica horizontalmente hacia la izquierda 2?1:

I(;l'J;r‘lm[.l'ég T) ) = eon(x)

=29 & 1l =M Ix =2
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d) Corre la gréfica horizontalmente hacia la derecha Z;—E

Flz) = cos{o— i:rrj gla) = cos(z)

1

| /
m 2 2m
3

| ¥

-mi2 4] ™ Sm2 A

3

-1

e) Desplazamiento hacia la izquierda 2—; y hacia arriba 3 unidades.

Iﬂ:.'r-) = poe (x4

2
37rJI-'T

gir) = cos(zx)

2. Larespuesta corecta es b)

3. La respuesta correcta es a)
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Autoevaluacion
1.

a)
Dominio: Domf : x e (0, o
La gréfica se extiende horizontalmente continuamente desde —= hasta +=.

Rango: Rangof - y e[-1,1]
La gréfica varia verticalmente desde -1 hasta 1.

Interseccién con el eje Y: el origen del plano cartesiano, que es el punto (0, 0).

Intersecciones con el eje X: todos los puntos (nx, 0) donde n=...,, =3, -2, -1,0,1, 2, 3...
. +1

Puntos méaximos: r,paran=..-3-2,-1,0,1, 2 3..
: 4n+3

Puntos minimos: x,paran=..,-3,-2,-1,01, 2, 3...

Periodo (T): 2x, que es la longitud de la onda que se reproduce periédicamente: T = 2.
La funcién seno repite sus valores cada 2x unidades del ejfe X.

Frecuencia (f): es el inverso del periodo: f = % .1

Representa el niimero de ondas seno base que se tienen cada 2r unidades; es decir, hay una onda
seno base cada 2r unidades sobre el eje X.

Amplitud (A): es la méxima distancia del eje X a la gréfica de la funcién, sin importar la direccién; es
decir, hacia armiba del eje X, el maximo se encuentra en 1 (distancia de una unidad) y hacia abajo del
gje X la maxima distancia se presenta en —1 (distancia de una unidad): A= 1.

b)
Dominio: Domf = {-qc- )

Rango: Rangof =[d -

a

,d+|a]]

Interseccién con el eje Y: x=0, y=a-cos(c)+d, (0,a-cos(c)+d)
Intersecciones con el eje X: pueden determinarse después de trazar la grafica.
Puntos méaximos: pueden determinarse después de trazar la grafica.

Puntos minimos: pueden determinarse después de trazar la gréfica.

Periodo (T): T = i—f

b
Frecuencia (f): = —
(f) 2%

Amplitud (A): A=|a|
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Sia=1b=1c=0y d=_0, se tiene la funcion base f(x) = cos x, que se acaba de analizar.

Los parametros de la funcién cosenoide afectan la grafica de la funcién coseno base de la misma
manera que en la funcion senoide.

El procedimiento para graficar las funciones cosenoides es semejante al del trazado de la grafica de
la funcién senoide.
2

Algunas situaciones donde se pueden observar las graficas de funciones trigonométricas seno y
coseno.

+ | os aparatos utilizados en un hospital como el elecfroencefalograma y el electrocardiograma.
+ lasolas del mar.
* Cuando observamos las montanas.

+  FEl ecualizador de la radio al escuchar misica.
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Functions in real life
© N.Grazziano
Tomado de: Funciones
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